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前言 


數学分析是大学数学系的一门重要必修课，是学习其它数学 
课的基础。同时，也是理工科高等数学的主要组成部分。 

吉米多维奇著的《数学分析习題集》是一本国际知名的著作, 
它在中国有很大影响，早在上世纪五十年代，国内就出版了该书 
的中译本。安徽人民出版社翻译出版了新版的吉米多维奇《数学 
分析习题集》，以俄文第13版（最新版本）为基础，新版的习题集 
在原版的基础上增加了部分新題，共计有五千道习題，数量多，内 
容丰富，包括了数学分析的全部主題。部分习題难度较大，初学 
者不易解答。为了给广大高校师生提供学习参考，应安徽人民出 
版社的同志遨请，我们为新版的习題集作解答。本书可以作为学 
习数学分析过程中的参考用书。 

众所周知，学习数学，做练习题是一个很重要的环节。通过 
做练习題，可以巩固我们所学到的知识，加深我们对基础概念的 
理解，还可以提高我们的运算能力，逻辑推理能力，综合分析能 
力。所以，我们希望读者遇到问題一定要认真思考，努力找出自 
己的解答,不要轻易查抄本书的解答。 

廖良文编写了第一、二、三、四及八幸习題的解答，许宁编写 
了第六、七章习題的解答。本书的编写过程中，我们参考了国内 
的一些数学分析教科书及已有的題解，在许多方面得到了启发, 
谨对原书的作者表示感谢，在此，不再一一列出。 ” 

本书自出版以来受到广大高校师生的高度肯定，深受读者喜 
爱，畅销不衰。此次再版，我们纠正了前一版中存在的个别错误， 
对版面进行了适当调整。在此对为此书付出辛勤劳动的各位老 
师表示深切的谢意！ 

由于我们水平有限，错误和缺点在所难免。欢迎读者批评指正。 


编者 
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§^数 值级数同号级数收敛性的判别法 


第五章级数 

§ 1. 数值级数同号级数收敛性的判别法 

.1. 一 般概念对于数值级数:勿+免+…+〜+…二^〜① 

n=l 

若存在有穷 极限： 

iimS n = S (级数的和） 

rt-^oo 

其中 S n = a x + a 2 + … 

则级数①称为收敛的，反之，级数①称为发散的 v 

2. 柯西准则 级数①收敛，充要条件 是:对 于任何 e >0 都 
存在 N = N ( e ) ，使得当和 />> 0 ( r2 和/>为自然数）时，下 
列不等式成立 

I s^ p —s n | = | |< € * 

*=irfl 

特别是若级数收敛，则 lim ^ = 0, 

/f^OO 

3. 比较判别法 1 除级数①之外，设有以下级数： 

b \ + A 2 + …+6„ + •••• ② 

若当72 > n 。时，以下不等式 成立： 

0 < a ” < 6”， 

贝 lj ( l ) 由级数②的收敛可推出级数①的收敛; （2) 由级数① 
的发散可推出级数②的发散. 

特别是当；2 — 〜时 ，若&〜 乂 ，则正项级数①和②同时收 
敛或同时发散. 
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4. 比较判别法2设 


则 (1) 当 P >1 时，级数① 收敛; （2) 当时级数① 发散. 

5. 达朗贝尔判别法若 

a ” 〉0 (n = 1，2,…）， 


且 lim ^- = q , 

a „ 

则 （1) 当 g < l 时，级数①收敛; （2) 当 9 >1时级数①发散. 

6. 柯西判别法若 

a „^-0 (n = 1，2,…）， 

且 lim ^fal = q 9 

则 (1) 当 g < l 时，级数①收敛 “2) 当 9 >1 时级数①发散. 

7. 拉阿比判别法若 

> 0 (n = 1，2, …〉， 


且 


Y \ mn [— - 


l ) =p ： 


则 （1) 当/> > 1时，级数① 收敛; （2) 当/> < 1时级数①发散. 

8. 离斯判别法若 


> 0 (n = 1，2, …）， 

且 =A + ^ + -^, 

^rrfi ri n ^ 

其中 I 氏 l < C ， 而 e >0, 则⑴当又 〉1 时,级数① 收敛; （2) 当 
A < 1 时级数①发散 ;（3) 当 A = 1时，若 / i > 1,级数①收敛，若 
P < 1则 发散. 

9. 柯西积分判别法若 /(： r )(: r > l ) 为非负递减连续函数, 


则级 数:免 f 00与积分£ 


/( ddr 词时收敛或同时发散. 


①符合的意义见第1章第6节 1. 
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直接证明下列级数的收敛性并求出它们的和 (2546 〜 2552). 


【2546】1 一士 + j—j + …+ 


(一1)| 
— pr 


»r-l 


+… • 


证 


(- 1 )' 

2T 1 


卜 ㈢ ) 


妲(_ +)” =o . 


所以 limS„ 


4 


故该级数收敛，其和为 4. 


【2547】 （| + j )+ ( 秦 + 泰)+ …+ (♦ + 辜 )+ •••• 


证 


S " = (j + + )+( F + 辜 )+ … + ( 去 + 去) 

= (j + 辜 +…+ 辜 )+(| + 辜 +… + F) 


1-4 


1-4 


1 一士 G — 辜 ) 


limS” 


+ 士 


3 

2 ^ 


故该级数收敛，其和为 4. 


【2548】音+ |+参+…+迎^ +… 
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证 


有 


由 Sn = + + | + |+… 


2 S n = 1 


+ 音 


+去+…+ 


2 / 1—1 


¥ 


于是 S „ = 2 S „ - S ” 


1+ (1— +)+(1 —1)+ 


2 n 一 1 2 n 一 3 \ 2 n 一 1 




2- 1 




2 n 


l + 1 + f + 会 + …+ 


2『 2 


2 n — 1 
2" 


1 + 


2^ 1 2 n-l 
2 ” * 


1-4 


而 


lim 


2 n — 1 
2 n 


0 ，lim 


2『 


0 


所以 limS „ = 1+2 = 3. 
故该级 数&敛 ，其和为 3. 


【2549】 


• • • 


2.3 ■ 3.4 


(n + 1) 


+ 


证因 

S „: 


4 


+ ••• + 


1 


72 ( 71 + 1 ) 


(+- + )+(1 - + )+ ( 1 ~{) + 
+ ( 士一 j 


+1； 


1 


n + 1 


有 


limS ” = 1. 


故该级数收敛，其和为 1. 
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【2550】 

证由 


7 


+ 


• • • 


(3 n -2)(3 n + l ) 


+ 


• • • 


S ” 


4 


7 


+ 


1 


• • • 


(3 n -2)(3 n + l )， 


考察通项 


(3 n -2)(3 n + l ) 




2 3 n + l - 


有 


S ” 




2 3” + l 


f i (^ 

舍(卜点)， 


Tl ) 


所以 


limS n 


故该级数收敛，其和为 


• •• 


【 2551 】 (1) gsino + g 2 sin2a + …+ 

(2) qcosa + (f cx>s2aH - 1 ■矿 cosm + … （ 丨 <? |< 1). 

证 令 2 = ^(cosa + isina ) , 

其中 i 为虚数单位. 

而 = ^(cosna +isinncz)f 

n n 

于是有 2j z> = 2^^ cos)a + isinja) 

> =1 >=* 

ft ft 

— cos/a + i ^ q 3 siry’a ： • 

i=l >=1 

令 Si l) = 9sina + g 2s in2a + .“ + 矿 sinnx ， 

S ( „ 2) = qcosa + q 2 cos2ff + …+ q 91 cosna ^ 


2^ = ^ 2) +£ S ^. 


有 




吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


n 


而 

因为 

故有 

所以 

所以 

故 




z ( l - y ) 

1-Z 


I t< 1 ， 

U1<1, 

lim〆 = 0. 

>r-^oo 

Iim(Si 2, +£Sj n ) 


z 


z 


limSi 2) 


limSi 1 〉 


qcosg — q 2 


1 — 2qcosa + g 2 


QSina 


1 — 2qcosa + g 2 ^ 


qcosQ — q 2 + ^9 sing 
1 — 2^cosa + q 2 • 


所以 （1), (2) 级数收敛，其和分别是 

ocosa — a 2 


asina 


1 — 2qcosa + q g 


1 — 2 gcosa + g 2 • 


【 2552】^ (>/y? + 2 一 2 \/w + 1 +Vw). 

ir=l 

证因 


v^w + 2 — 2 >/n + 1 

=(\/n + 2 — \/ n + 1) — ( \/n + 1 — Vw ) ， 


有 s n = ym+Vk) 

k=l 

= [(*/3—-/2) — (72—*/!)] 

+ [(- >/4 — V 3) — ( V 3 — >/2)3 
+ [( V 5 — V 4) — ( V 4 —>/3)] + ••• 

4 - [( Vn -\- 2 — y / n -\- l ) — (\/ w + 1 — Jn )~\ 

= yA +2 - v ^ TT -72 + 1 

=1-72 + —=^——=. 

V ^ T+T + y/n - f - 2 

故有 limS, = 1-72. 
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所以该级数收敛，其和是 1 一找 . 

OC 

【 2553 】研究级数 sinnr 的收 敛性 . 

n—\ 

提示 : 证明当 X7^7T(A 为整数）时，使得在 n —oo 时 sinnr- 
0 不 可能 . ' 

- OQ 

证当 x = kn，k 为整数，有 sin^7r = 0, 所以 ^sinn^Tu = ( 

收敛 . ”丨 

当 :r / 走兀时，我们证明 sinnr ~V0. 

反证法，设 sinfir — 0 ,于是有 sin(n + l)x 0, 

而 sin(n + l)x = sinnrcosx + cOvSnxsinx 

因 ： r 尹 &7T ， 有 siar ^ 0 
于是有 0 = limsin<72 + l)*r 

— lim(sinnrcosx) 4 - lim(cosnrsiar) 

=lim(cosnxsiar) , 

我们有 Iimcos 似 ： = 0. 

又 cos 2 nr + sin 2 /ir = 1( * ), 

对 （* ) 两边取关于 n 的极限有 

1 = limcos 2 nr + limsin 2 nr = 0, 

矛盾 • 

所以 sirmr ~V 0，n — oo，：r / 々兀， 


于是我们有乏^117^，当^：=々7^为整数时，收敛，当1 辛 kn ， k 为 
整数时发散 f 1 

【2554】 证明: 若级数收敛，则把该级数的各项重新组 

n=l 

合且不破坏其先后次序所得的级数 : f A „ ，其中 
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^ i _i 

A n = 2 a { (Pi = l，pi </>2 < …）， 

i= Pn 

也收敛并具有同样的和.反之是不正确的，举例说明. 

03 

证 记的前72项和为心，有 
«=1 

tn = Ax + A 2 +- hA „ 

巧 - 1 Pz^ ^irH - 1 

= 2 a « + — ^ 2 a « 

i= Pl i = s P ? i=s Pn 

Ml — 1 

=S a « = 、厂 ” 

i=l 

oo 

由收敛，所以 lirm „ = limS ^ 存在. 

«-i 一 

于是收敛且与和相同. 

n=l n -1 

又 2 — 2 + 2 —2 + …发散，但 (2-2) + (2_2) + (2 — 2) + … 
收敛，所以各项重新组合后收敛，但原级数不一定收敛. 

【2555】 证明: 设级数的各项是正值，若将该级数各项 

» 二 1 

重新组合结果所得出的级数收敛，则该级数也收敛. 

ir=l 

证 令 

tn = Ai + A 2 + …+ A „ ， 

S n = ai + a 2 H - ha w 9 a n > 0, V n . 

于是有 lim ~ 存在，所以 {&} 是有界 数列. 因此，对给定的 n ， 存在 
pn ，使得 s „ < \ < M , M 为一常数，又 S „ 单调上升，所以 HmS „ 存 

在，故该级数也收敛. 

研究下列级数的收敛性 (2556 〜 2664). 

【2556】 1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 +…. 

解 因级数的通项为 A = (— I )# 1 , 于是 lima „ 不存在，所以 
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该级数发散. 

【2557】 0.001 + 7051+^051+ …. 
解因为 lim yorm = 1,所以该级数发散. 

n-^<x 

【 2558】1 + 吾 + ± +…+ ± + … 

解因为 


lim — ^ * = lim — j—r = 0〈 1 ， 

n-^oo 1 W 十丄 

所以该级数收敛. 

【2559】 1+| + | + | + - + 2^I + -. 

解法一我们有如下 定理： 

设〜> … >0,则级数收敛的充要条件是 

n=l 

CO 

2 2 k2 * = ai + 2 a z + 4 a 4 + Sas + ••-收敛 • 



所以发散，于是;^ 2^ ry 发散. 


c?o 

解法二 由于表发散而^1 >去 > 0 ,故级数 

发散 . 

【 2560 】1001 + 2001 + 3 W 1 H 卜 100oi+l + ..' 
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^ 因为 loooli + l 〉 1000(i + l )， 


而2 


1000(71 + 1) 


发散，所以该级数发散. 


125611 1 + 音+音 


+ ••• + 


2n-l 


解因为 


lim 


2n~l 


所以该级数发散. 


125621 1+ ^ + ^ + - + (2^ 


解因为 


2 W 


— (2;? - I ) 2 
2 k 

(2 • 2 k -l) 2 


2)(2 二 —25 


liiu 2^ 1 (2-2~ A ~ 1 ) 

ft-^^ _ 1 _ 

2 k ( 2 - 2~ k ) 2 


4<1 


所以收敛，即 s 


(2n — 1) 


收敛. 


125631 ^ + ^ + ^ + - + ^TI + 

解因为当/>>1时收敛， 


而 


—— . — ^― 

n Vn + 1 n4n 


由于芝； 4收敛.所以级数2 -7= 收敛. 

fi=i n 2 n^\ n vn + 1 


125641 


+ ••• + 


(2n-l)(2r? + l) 


+ … 
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解因为 


所以 


(2 n - l )(2 n + l ) < 7(271 + I ) 2 

= 2 n + l <2 (n + l )， 
1 ^ 1 


> 


(2 n - l )(2 n + l ) 2 (n + lV 


而 S 


T 2 (w + l ) - V (2 n - 1)(2 nl ) 

【2565】 证明: 等差级数各项倒数组成的级数是发散的. 


发散，所以 


发散. 


n=l 


证设等差级数为 Q + (n — l ) d ), d 为 公差. 

»=I 

当 d 〉0 时，存在 ”。>0,有(；2。一 l ) d >〜 于是当; !> no 时, 
有 2( n - l ) d>a + ( n - l ) d , 

細 a + ( J - l ) d > 2( n - l ) d > dd > ° ， 

因为§ 士发散，故发散 • 

当 d = 0时 ， a / 0,此时级数为$ +发散. 

当 d < 0时，与 d > 0时级数敛散性等价，故 d < 0时级数发 
散，因此，等差级数各项倒数的级数是发散的. 

oo oo 

[2566 J 证明: 若级数 S ^ ( A > 及 ( 抝收敛 ，且 〜 < G 

n=l »=*1 

oo 

< b n (n = 1,2,…）,则级数 ScJC ) 也收敛.若级数 ( A ) 和 ( B ) 是 

发散的，则级数 ( C ) 的收敛怎样？ 

证因为 a ,, < c „ < Mw = 1，2,…）， 

所以 0< c *„— <6”一= 1，2，' 

oo OC CO oo 

又 收敛，所以(匕一收敛.于是有 H ( c „— 

n=l n=\ n=\ n=\ 

收敛，所以 = 2(“一〜) + Sa ” 收敛. 



若级数 (A) 和 (B) 皆发散，则级数 (C) 可能收敛，也可能发散 


如 t (-+) 和发散. 


但当= 0时， n = 1，2，•••，！](：„ 收敛，当„ =—时， n = 1，2,…， 

71=1 71 

发散. 

71=1 

125671假定已知两个具非负项的发散级数 〜及 
下列级数的收敛性如何？ " n 

CO oo 

(1) yiminCa,,^,) 及 (2) S max(a„ ， 6”>. 

i »= 1 »~1 

oo 

解 （1) ^ mm ( a n 9 b n ) 可能收敛，也可能 发散. 


有 


A = 7, 匕 


min(a n ，6 n > 


1 

^ TT , 


n = 1,2, — , 


知 I 击发散，又 




(- 1 ) 


知 limaji 滅皆不存在，所以和发散，而; 


n=l 


0 + 0 +…收敛 • 


(2) 2max(a rt ，6„) 发散. 

n=\ 

事实上 max(a w ,6J ^ a n ^ 0 9 
又已知;发散，所以 发散. 

n=l n~l 

【2568】证明 .•若 级数 f >0) 收敛，则级数也 

n=l rt=l 
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收敛.反之是不正确的，举例说明. 

oo 

证因为收敛， 

n=\ 

所以 lima n = 0. 

于是存在 M ， 当 W > M 时，0<〜<1，因此当 n > M 时， 0< d < 
A ，所以收敛，反之不成立，例如 1 发散，而 t 4收敛. 

n=l rt=\ ^ n—I ^ 

【2569】 证明： 若级数及收敛，则级数 

n= 1 n=l 

S \ajb n US 〜也 收敛 . 

n*l n*l n=l ^ 

证因为 
0<|a 入 

而 + S >〗，12^ 收敛，于是有 t 收敛 • 所以 

L n=l L if-1 it-1 L 

2 I ^ b n I 收敛.又 

n-l 

(a n +6J 2 = a\ +bl+ 2aJ ) n , 

因为 laA I 收敛，所以文认收敛，故有 乂 ) 2 

f»=l #t=l n—1 

收敛 • 

r I 

因为 

n L 

而 4 收敛，;!>〗收敛，所以收敛. 

u=l 71 n=\ w=l n 

oo 

【2570】证 明:若 limw = a 幸 0, 则级数发散. 

n=l 

证 （1) 设 a >0, 因为 limm „ =〜 所以存在 M >0, 当 

I^OC 

JW 时有 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


TKl n > 


即 


> Y • — ,«>M. 


而念号 1 发散，所以发散. 

n=l C n 0-1 

(2) 设 a <0, 取 e 。 >0,使得 di + e 。 <0,由于 
\\ mm n = a 9 

n-^oo 

所以存在/^>0,当”>~时，有 

m n <a+£oi 


即 


丄< + 

n a 十 €o 


Oin 


所以 


2 发散，因此发散. 

[25711 证 明:若 各项为正且其值单调递减项的级数 


收敛，则 =0. 

^♦oo 

证因为 >0 ，n = 1，2,…，且 a ! …，并设 S 


,于是任取 N ， 当 n > N 时，有 


(n— N)a n +aN+2 + … +A < S_ S N 


故 




limS/v = S ， 


且 0< S N < S ， 

于是任给 £ >0,存在 N 。, 使得 


S — Sjv 0 < e ， 


又 


l ^ n-Nr 


于是存在 n 0 , 当 n > Wo 时，有 


a n 
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同号级数收敛性的判荆法 


第五 章级数 


rt ~ No 




现取 M = max { N 0 , n 0 } 
于是当71 时有 


所以 


0< 

lim 7 ia „ = 0* 


I 2572 J 若当/>= 1，2,3…时， 
lim ( a rrf i + 〜2 H - 




级数是收敛的吗？ 

w»l 

解级数不一定收敛. 

， i-l 

我们知道，若收敛，由柯西准则一定有 

if — 1 

limCa^i +〜 2 + … +a^f P ) = 0，/> = 1 ， 2,3,… • 




但当 P = 1，2,3,…时，有 

lim(fl^-i + — + a^ p ) = 0, 


不能推得收敛，如令^ 


Tn 


，于是 


0 < a nH + a ni 2 + ••• + a^p 

1 , 1 , 

= ■ , H — . + “ 

v / n + 1 \/w + 2 


+ • < 
VTI + p 


w-FT 


又 lim — = 0, V /> G ， N , 

一 • Vn + \ 

故对一切 p 有 lim ( a„ri + a ^ 2 + … + a n+p ) = 0. 

但 发散. 

n=l VW 

利用柯西准则，证明下列级数的收敛性 (2573 〜 2575). 




吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


【2573】如+卷+…+為+…^^ |<10). 


证 v ^ e / N , 

I SwS” | 


耑+1^ 


1 a n \ I 1 QiH-1 
\ 10 w 10 於 1 


• • • 


1 t m \ 
10— 


• • • 


+ 


I ^ ir * m -\ 

】 Qn\m-l 


< 


10 


n —1 


+忐+… + 


1( yrfnr-2 


士 (1+ 為 + … +▲) 


< 


10 1 


1 


9 • 10旷 2 


10 


任给 e >0, 由 < e ，有 n > 2 — lg 9 e . 

取〜= [2 — lg 9 e ], 则当 r 2> N 时，有 

I S — — S ” |< e，Vm € / N ， 

故该级数收敛. 

【2574】 , + , +…十學+…. 

证 V m G IN ， 

因为 I s^-s n I 


sin(w + l)x , 

. sm ( n ^ m)x 

2 杆 1 1 

2 nhn 


I - 2^ 


辜 (j + … + 去) 


< 


2 n 


1-4 


Ve > 0,由 pr < e ， 有 n > 1 — log 2 e ， 今取 N = [1 — log 2 e ] 
于是当 《> iV 时，有 
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同号级数收敛性的判别法 运第 五章级 


I s —- S „ |< e , Vme / N , 

故该级数收敛. 

【2575】 cost — cos 2 jt + cos 2 x — cos 3 j + 


cosnr — cos(w + 1 )工 


十…. 


证 Vrn e / N , 

I u 


cosin +1 Xr — cosin-2)x 


C06(n +2Xr — c 06 ( 7 ? + 3) j 
w + 2 


cos(n + ； 7!)a: — cos(r? + m + l)x 


cos («4 -nx + ( 击一 - L _) cos (» + 2 )x 

(击 一; rb) cos(n+3)x — 


+( 


n+m 


w+m — l ) 


cosOz + rwXr — 


cos(n + yyi+ lXr 
n^m 


^nil + («+l _ n-l-2) + (n + 2 _ n + 3) 

+ … +(” + 上 -1 一去)+去 


= ^ Ti , 

Ve>0 , 由 A <e ，有 „〉|_ L 


取 ； v 


[音 - 4 


于是当 n > N 时，有 


Sr^m — S n I < e，Vm 6 / N . 


故该级数收敛. 

【2575. 1】 


cosx , co & r 2 

p - 卞 


,COST 71 , 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


提示:利用不 等式: 


n I < n ( n - l ) 


(n = 2,3, • 


解由 


I S ^- S w | 


(打 + 1) 


+ 


參參參 




< 


(” + 1 ) 


+ 


参蠢蠢 


cosx ^ 
(n + m ) 2 


(w + m ) 2 


n(n + l ) 1 (” + l>( W + 2) 


+ 


• • • 


(n + m — l)(n + /w) 


( 士 - 击 )+(;rb-;rb) 

H - h ( , 1 - ? - t ~) 

Vw + Tw — 1 n + m/ 


n 


于紗 Ve >0, 令含 ◊， 


有 n >+， MN = [+]， 所以当 7 z 〉 A / 时，对 Vm 6 W ， 有 

I S __ S „ |< e 因此该级数收敛. 

利用柯西准则，证明下列级数的发散性 (2576 〜 2577). 


【2576】1 +士+ | +…+ | + 


证 令 


• • • 


由 I s 2rt -s rt | 


n + 1 w + 2 


+… 




> 


h + h + 2 n 
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同号级数牧敛性的判别法 考 级数 


故该级数发散. 


【 2577 】 

证令 0< e() < 


* 1 Sn _ Sa " 1 + — + 


3n + 5 — 3n + 6 + … + 6^2 


6 n 


6^ 


> 3rT+l + 3 m+ 3 ~ 3n + 3 + 3n + 6 


3w + 6 3w + 6 


+ ••• 4 -丄 + - i - 

6 n 6 m 6 n 


十 … + i ) 

〉忐 + 忐十…十忐 ) = i 〉 e 。， 


故该级数发散. 
12577. 1] 




^2 v/2 — • 3 


y ^ Tiy + ^ 


证取 0< € 。<专， 

由 I s 2irH — S n | 


(72 + 1)(77 + 2 ) 


( 277 + 1 )( 2^7 + 2 ) 


+ + 2^+2 + 


+ 2^+2 


W + 1项 


^ = |> eo , Vne / N . 



米多: 


题全解 


故该级数发散. 

利用比较、达朗贝尔或柯西判别法，研究以下级数的收敛性 

(2578 〜 2590). 

【2578】_ +座+麵十…+腿十… 

L ^ 0/0J 1! ^ 2! 3! n\ 


解因为 


lim — lim 


"oo a n 


lOOO^ 1 
(yz + 1 )! 
1000” 


lim - = 0 < 1 


所以该级数收敛. 

125791 雙 + 警—•《 + •••• 


解 


因为 

((打 + 1)!) 2 

lim ^ = lim (2(n t;P )! 


woe 


二 (n\y 
( 2n )! 

I- (n + 1) 2 

二 (2rz + l)(2n + 2) 


故该级数收敛. 
【2580】- 

解因为 




+ ¥ + 


lim ^ 

n-^oc CL n 


lim 


(n + 1)! 

(” +1) 於】 






!^( 1 + n ) 




故该级数收敛. 


【则 ( u 2^ + 2^21 + 2^3[ + 


2 n n\ 


+ … 
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§ 1. 数值级数同号级数收敛性的判别法 



⑵¥+^11+^1+…+咢+ 


• • • 


2 2 


3 3 


解 （1) 因为 




lim 


2 n n\ 


2 • n n 2 ^, 

= T <1 


故该级数收敛. 
(2) 因为 


lim^ 

a n 


lim 


3^(7? + !)! 
(n + 1 严 
3"m! 


lim - 3 4 -^-： =->l, 


2(” + l)” 


e 


故该级数发散. 
[25821 


( l !) 2 


( 2!> 2 + (^ + ... + M )! + 


• •• 


解因为 


lim^ 

dn 


lim 


((n + l)!) 

0(/rfl ) 2 

~" wT~ 




1) 


0<1， 


故该级数收敛. 


【2583】 - I - 1000 • 1001 + 1000 • 1001 • 1002 + 


• # • 


解因为 


吉米多维奇数学分析习题全解 


lim^I 

a„ 


1000 • 10001 —(1000 + w ) 


1 • 3 • 5."(2n + l) 

^ 1000 • 10001 —(1000 + n-l) 

1 • 3 • 5”-(2w — 1) 

lim a ,= 万 < 1 ， 

»-*oo in 十 1 L 


故该级数收敛. 


WncQA^m 4 , 4 • 7 , 4 • 7 • 10 , 

【 25841 7 + 2^6 + ^6-710 + 


解因为 


lim ^ 

(l n 


4 • 7...(37? + 4) 
i- 2 • 6”. （ 4w+ 2) 
， 4 • 7 … (3(n-l)+4) 
2 • 6 … (4(n-l)+2) 

p 3ti + 4 

lim x o = T < 1 , 

4/1 + 2 4 


故该级数收敛. 


【2585】 2 (72-^2)(72 -^2)-(^2 - 2 ^) 

it~l 

解因为 


Hm^ = lim(7^- 2 l) =72-1<1, 

i?-^« CL n ir_cc 

故该级数收敛. 


【2585.1】2]〜，式中 


若；7 


( m 为自然数) 




解令乏对应部分和为对应的部分和为心而 

a=l n^l 71 

S n < 24, V n , 又 linu , 存在，故该级数 收敛. 



同号级数收败性的翔锞法 ^章级 


12582 - 21 g - n 1+ J n ； ts ^- 

解 X = 0 时，该级数显然收敛,现考察 I 关 0 ,因为 


O-n I 


yr s\n 2 ka 

U 1+ 工 2 +cc 


< 


n \ x \ 
(l+:r 2 ) w ， 


令 


n \ x \ 
( l + x 2 )^ 


而 


n-^oo b ，、 


lim 


(n + 1) I j 
(1+ j 2 )^ 1 
n \ x\ 
(1+ x 2 )” 


n + 1 1 + o : 2 


YT7 2 


< i . 


故级数 f 收敛，所 W 由比较#别法％&数 f I 〜 I & 

»=| I 上十 n=l 

敛，于是级数收敛. 


【2586 】 E / ' 、” • 

" =, ( 2 +士） 


解因为 


lim = lim 


2 +丄 


lim ^ 

一 2 +丄 


4<1 


故该级数收敛. 


剛骑. 


解因为 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


_ n n ^ 、 n n • 



1 + 


n / 


>0 


令 b n 


1 

n n 




有 


lim ^ = — ^0. 
e 


于是级数发散，所以级数 f ： / ^ . 发散. 

㈤ W=I ( n+ i) 

【2588】 

n -2 v lnrz 

解因为 n > l 时， lm ?< M ，故 

而 lim ▲ = 1 ， 

一 7 w 

故级数 i +发散，所以+发散 • 

n-2 VM n™2 V IrW 

【2589 】 f - — -r. 

^ (2w 2 +n + l)^ 

解因为 n > l 时 


(2n 2 +« + l)^ O 2 2 + 2” +1)_ 


< 


n ^ 1 = 1 

” 卄】 —n 2 ， 


4》 收敛， 故级数 二 一 收敛. 


12589 - 11 g 击 


— 24 — 



1. 数值级数同号级数收敢性的判别法 



解令 




71 


2 w +3* 


，b n = 


2 ” 




于是有 


而 


b n >a„ >0 ， w> 1 ， 

(w+1) 5 

A .. 

lim 


lim 


Y. 2 纤 1 


2 W 


!! si ( 1 + i ) 5 = i 


<i. 


oo 


OQ 


所以级数收敛，故 $ 2^收敛. 
【2589.2】 




解令 


^ = (^ r \)^ l) >°^> 2 


因为胜 


(ir-l) 


lim 

ir-^oo 


1 + 


n — 1 


<1， 


故该级数收敛. 


【 2590 】 72 + \/2-^2 + V2 -^2+72 


V2 - \/2 + \/2+yf + ••' 


提示:力= 2 cos 子. 

解因为 v ^=2 COS j = 2 sinj ， 


于是 \/ 2 — %/2 = ^2 ( 1 — cos 号） = 2sin 晋, 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


2-V2+V2 


2 —^2 + 2 cos 


2-2 cos 吾 

O 



由数学归纳法知通项 


2sin 


丌 


而 


lim 


Cln^l 


. 2 sin ^ 

lim - 

— 2sin 赤 


于是该级数收敛. 
【2591】证 明:若 


iim^L 

»r^co a n 


q ( a n > 0) 


W \ a n = o(q?)， 其中仍〉 g. 


证 


由 

a n 


根据 141 题的结论，有 


lim ^ 0 ^ = q . 




取 e 


(<7i — q )> 0 9 


lim 

ir^x ； 


丌 

2^ 

n 

P 1 


4<1 


于是存在 N, 当; i>N 时有 

I 7a^,—q [<£» 

从而有 ^：< 9 +e = ^ = ^- 


2 gi 


令 


有 


_ g + <?i 
11 ~ 2g, 

Q \ >9， 

/i < 1， 
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同号级数收敛性的判别法 



于是有 a „ <// qi . 

从而 a n = 

oo 

[2591. 11 设对于正项级数; S 〜(〜 >0) 的各项，当 

»— 1 

时^<^<1成立， 

证明:对于级数的其他余项 
尺” = flirfl +〜2十…. 

若”>叫，则估算为艮<% 

证因为当 n >72。时 


^rH 

Clu 


<户< 1， 


于是 


< 户朴 1 <〆 “《，•••， 

an\p <〆〜，V /> 6 /N. 

a 於】 +a^z +… +a^ p + … +〆) 


a nP 


于絲 Rn<f ^ 


12591.21 取级数 (其中 （2n)!! =2 

••(2«)) 多少项就足以使相应部分的和 &小于 级数和 S 达到 < 


10一 6 ? 

解 ( 2 n ) !! = 2 n n \ Mn )\\ = (2.2”）！! =2 2 ”(2n)!， 故 


[㈤！!] 
(4”） ！！ 


0?!) 2 •护 
( Zn )\ ^ 2 " 


( n !) 2 

( 2 n )\ 




而 t 


n + 1 < I 

2(2” + 1) \ 3 ~ 


记 p = 专，由 259 1.1的结论知 




吉米多维奇数学分析习题全解(四 ） j _ 

因此，要使 Rn < 10'可取72>20_ 

【2592】证 明:若 

= 9 <1 (^>0), 

ir-^oo d n 

则级数: f； 〜收敛. 

w=l 

相反的结论不正确.研究 例题： 

+ + I + F + F + 辜 + F + … • 

证取€>0,使得 g + e < l , 由 
lim — q y 

ft ^ or ^ Cl n 

故存在 N ， 当 rz > iV 时，有 


a n 


< g + e = A < 1， 


于是有 o <〜< a . vA『 v ，ri > 


因为：|>^收敛,故级数 i >„ 收敛.于是级数收敛. 

n=N n=N i»=l 

反之不成立，如 


i + i + F + ^ + F + ^ 


+…， 


显然收敛，而 


Q/rfl 



n = 2 m + 1, 
n = 2 m . 


于是有 lim — =+ oo . 

CL n 
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同号级数收 tt 性的 判猢法 


第五章 


125931 证明: 若级数 2^ U n >0) 存在 


lim ^ 1 

ir^oo a n 


① 


则也存在 


lim = q . 


② 


相反的结论不正确：若存在极限②，则极限①也可能不 


存在 • 


证前半部分是141的结论(略) 


反之不成立，考察级数£ 


lim — lim 


3 + (—1) 胃 

2纤 1 1 

7 3 + (-1)、 

y ^ 2 ^~ 


，我们有 


但 


dn 


3 + (-1) 纤 1 
2[3 + (-1)”] 


p ^为偶数， 
, n 为奇数. 


故极限 lim ^不存在. 

»^oo a n 

【2594】证 明:若 

lim = q ( a n ^ 0). 

rr-^oo 

则 （1) 当 9 < 1 时级数 f a 收敛; (2) 而当 g > 1 时这个级数是发 
散的(广义柯西判别法^ 


证 


(1) 取 OCeoC ^ 2 , 
lim v ^7 = Qj 


于是存在 ri 。， 使得当 n >; i 。 时，有 

0 < ^/a^<q+E 0 y 

0 d < 中 (n 彡 n 0 ) 


故 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 




也就是 0< A < ( f )” ( n > no ). 

又 0<中<1， 

于是级数 i f 收敛.从而〜收敛，结论成立. 

» = "0 N n=w 0 

(2) 因为 9 > 1,因此必有无穷多个〜，有巧：> 1成立 • 
故 a n >U 

于是这 样的〜 不可能趋于零，所以级数发散. 

11=1 

研究下列 级数的收敛性 (2595 〜 2597). 

【 2595】 S 2 + ( 2 7 D " . 

解因为 


lim = lim 之 2 土 2 (二 1)W =|<1, 
故该级数 收敛. 

oo ncos 2 空 
【 2596 】 S—^ 

解因为 

ncos 2 w 号 



m 2 ^ - 收敛，所以该级数收敛. 

n=l L 




n z {j2 + \Y 
3 W 
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§ 1. 数值级数同号级数收敛性的判别法 



现考察级数2 


n 3 ( V 2 + l )- 
3" 


的敛散性. 


因为 


(” + 1) 3 (V^+1) 奸 1 
3 #1 


i 1 ^ ~ "^(72+ 1) 1 


lim ^±l(l + l) 3 

o \ n / 


3” 


72 + 1 


<1， 


oo 


所以级数 1： 


” 2 ( 乃 + 1 )" 

3 rt 


收敛，故该级数收敛. 


【2则|(择 =) 


解因为 


0< 


1 + cosn 


而 Inw 


( 音 ) 


2 + cosn 

-ln(rrfl) 


r 


(!) 


2irHnw 


4<i, 


因此级数 


敛，所以原级数也收敛 

利用拉阿比和高斯判别法，研究下列级数的收敢性 (2598 〜 2605). 
【 2598 】 (i) P +(|fl)' + (|T|T|)' + **** 


解由 


dn 


(2n±2\ p 
\2n-\-l! ^ 


于是 — 1) 

\( 1 ^\ / 


(2n±2\ p _ 


1 + 


n 


P 


lim 


2n + 


i + 伯 - 


A 




吉米多维奇数学分析习题全解(四) 




所以当 f > 1时，即 p > 2时该级数收敛. 


F9RQQ1 — 4 - + . a(ad) (b2d) , 

1 J J b(b + d ) 卞 KbTdHF+^d ) 卞 


U 〉0,6>( M >0) 


解 


a„ _ b-\-nd 
a + mT 


于是 limn (—- l ) = limn ( 办七 ^ — 1 

ir^oo Ka^} / n-^oo Va -f- 72d 


i- (b — a)n _ b — a 
a+nd " d f 


所以当 _ > 1 时，该级数收敛. 


【 260。】2 


解 


a n 

a 於 1 


含 ( 中 ) 


n+p 


于是 limn ( 


dn 

^irU 


r +( 宁 ) 




1(1+0+ 兮一 


lim 


lim 

f-^0 


e (++/>) bO ~ H ) 一 


lim 




e (H ) 廳 一 1 

lim - 


2 ^ 


所以当户 一|>1 时，即/时，该级数收敛. 


K6011 § (2+71)(2+^)...(2+^) > 
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同号级數收败性的判别法 


解 


dn _ 2 + \/^+ 1 
a»rfi >/ n + 1 


故 


limn(— 


)=limn 


2 + Vn^l 


^TT 


-1 


lim 


2n 




所以该级数收敛. 


rP 


126021 § g ( g + i -^(^ ( q >0) . 

解 由 

念 =( 宁 r ( i+ ^)， 


limn (—-1 

ir^co Va^H 


) = 胜”[(中 r ( 1+ rT ^) -1 ] 
-i L " (1 + 0 中 + 剖 一 1 


= P + q . 

所以当> + 9 > 1时，该级数收敛. 


126031 £ 


+ l ) ## *(/> + n — 1) 


• (户 >0，<7〉0) 


解 


dn 


/n+l\ g 1+71 
\ n / p -\~n 


故 


!^ n (^ _ i ) = ^ n (( i + nr ^ 


lim 


d +^ 

1 + tt 


= q+l — p. 

所以当 g +1 — 夕 >1 时，即时，该级数收敛 • 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四） 


【2604】2 

n=l 

解由 


1 • 3 • 5."(2 n - l )r 
2 • 4 • 6.”（272) 


ri 1 


Cln 


(鵠 h 屮 r ， 


于是 \imn( 


dn 

d ^ r \ 


(宁 r - ] 

inm (帶 ) W — 


lim 


lim 

f_0 


2 p {\ + o ^-{ 2 +ty 

t(t + 2V 

2, （泠 + Q )(l+f) … 1 -M2 + 0 疒 1 

(z + ty+tp(2+t)^ { 




9 


+ 4 . 


所以当 />+ 寻 > l 时，该级数收敛 • 


126051 


["/>(/> + 1 )•••(/>+ w — 

6 L g(g +lWg + w—1) 」 


(P>0 ， q>Q) 


解 


由 

a ” 


(皆 J ， 


p-r 


于是 ^(^ - 0 = !™ 72 ((^) a - 1 ) 


1+ 哝 

W limAl + ^ 


. ( 


r- 


lim 


lim 

1-^0 


(l+qt) a -(l + uy 

ui+pty 

aa-hoO^Q-ad + pt^P 
(l + pt) a +taa + pe)^ l p 
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同号级数收败性的判别法 


第五章级 


= aiq — p)Aa ^ 0). 

所以当 a ( q ~ p)>l 时，该级数收敛 , a = 0时，该级数显然发散. 
【 2606 】 证 明:对 于级数若当 n — oo 时，以下 

71=1 

条件成立： 

= 1 + 立+0(丄）， 

n \ n ) 

则 a " = 0 

其中6<>0)任意小，并且当 n — oo 时，若 P >0, 则 limA = 0,亦 

ir-^oo 

即在 n > n Q 时单调递减，当 m 〜时趋向于零. 

证由 

( 士） （W — oo 时 )’ 


对上式两边取对数有 
lna n — lna^ 


ln ( 1 + ^ + °( i )) 

^+ o (^)+ o (^)=^(/, + a „). 


其中 lima . 


•V" 1 - 

于是有 1叫— lna.v = 一(户 + %)， 


»f— 1 


又因为 1 +音 + … + = ln ( N - l)+C + o ( l ) 


其中 C 为欧拉常数，而 

•V-1 

Iim -^ h 7 = 

N—oo J 

n 


lima N = 0 
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吉米多维奇数学分 析习题全解(四 ） I 

-- -—— ： —- * 

, N-l , N-1 

令 〜 =(■/(§+)， 
于是 In = o ( l ),( N-^oo 时). 
我们有 


从而 

这里 

故 


1 

lnai — \na N = (/> + 心 〉2 _ 

n=l 71 

— = (/> + /N)(C+ln(N-l))+o(l)) 

= (/> + / N )ln(N-l)+/C + o(l). 
lna N = - ( /> + / N ) ln( N - 1 ) + lm! - /)C + o ( 1 ) 
=-(p + /N>ln(N-l)+* + o(l), 

k = lnaj — pC. 

a N = e^ (1) • (N-ir ( 心〉 


严⑼广 


• N -炉 • N-^v 


于是▽^^^当”充分大时有 



I In l< f ， 

N~'n < Nt . 




所以，当 N 充分大时，有 

0< a N < C - NiN ^ = o (^), 


其 C 是常数，于是 

〜 = 0 (士). 

命题得证. 

碗定一般項知的臧小 m 阶，研究级数的收敛性，若 

，_1 


(2607 〜 2641). 
— 36 — 




同号级数收敏性的邦镅法 


126071 n9+6l -+：：： + 6/- 

其中 M +&7 I 9 - 1 + … >()• 


解 因为& 


0 • ㈤ ， 


所以当即9>/>+1时，该级数收敛 • 


【2608】 
解由 


n p 


sm 


a n ^ 0 9 n = l ， 2，.v 


lim 


于是 


-^sin — 
_ n 

_ 

丄 

^ 71 

°*(古)， 


sin — 
lim — 


所以当/ >+ 1 > 1，即/ > > 0 时，该级数收敛 - 


[2609] a n 

解因为 

^ — 1 
^+1 


^ l - rnVln ^ n>V 


< 1 ，（” > 1 ) 


于是有〜 <0, 


又 〜= ( v ^ r ^ N 1 - 击)=°* 

于是当音+ 1 > 1，即 f > 0时，该级数收敛 • 

【 2610 】 a n = ln^sec^-). 

解 当 n >2 时，有 a „>0. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四） 


又 a „ = (ln^l +tan 2 

= (1 + tan 2 f ) 〜辜 tai^f 〜毒 ( 

于是有 a „ = o m (表)， 

所以当 2/> > 1 ，即 /> > + 时，该级数收敛 • 


【2611】 


1 。职 (1+ 司 (a>0 9 b>0). 


解由题意，6关1 


In 


又 


a n 








o 


•⑸ 


所以该级数收敛. 


【2612】〜=卜-(1 + 士)"]' 


解由 


(1+士卜 


e 


”ln(H^) (5)) 

I = e 




e 


，且 e > ( i + 士) 


于是有 A = [e(l — e—〆 (》） 〜 V (去 +(>• 

= 0 •(古 )• 

所以当 f > l 时，该级数收敛. 

【2613】〜=士 

解 由 A = r ,-( 14 ^) = e _0 O 





同号级数收敛性的判别法 


第五章:级 


所以该级数发散. 
【2614】〜 


n ^' 


解 




有该级数发散. 

【2614. 1】证明扎迈判别法 :若当 n > 〜时 
(1 - V*a7) > P 〉 1. 

oo 

则正号级数 彡 0) 收敛; 而当 n > 71。 时， 

( l - D ^ gl ， 则该级数发散. 


证 


有 


(1 - 幻；^〉 1 ， 

0<a ” <(1 _，)”， 
ln 1 

iln(l - 宁 ) 


\nn 


Inn 




)] 


当 《 很大时由对数检验法知级数 f 收敛，于是 


原级数收敛. 


又由 






吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


有 


又 


0( 卜 If )”， 


W l n (l-1^)=- W (in 


Inn , \n z n 


+0 •( 安 )) 


■ ■ ■' ■ ■ 


2n 2 

\n 2 n . - /In 3 


卜 + x ^)]— 


因此 1 —¥ ^ 发散，所以原级数发散. 

【2615】证明对数判 别法: 若存在 CT > 0,使得当72 > 71。时 
1 


In 


Clfi 


inn 


^ 1 + a^ 


则级数〉 0) 收敛; 若当 n 彡 no 时, 


In 


an 


\nn 

则该级数发散. 


<1， 


ln- 

证由 & 


Inn 


^ 1 + a > 


有 


即 


CLn 


>72 


1 +a 


a n < 


4+0 


故该级数收敛. 


ln- 
由 ☆ 


<1 


有 


& 


即 


d n ^ 


n 


故该级数发散. 



1. 数值级数同号级数收敛性的 判铟法 


研究具如下一般项的级数的收敛性 (2616 〜 2618) 

【2616】 a „ = ix > 0). 

解由 


In 丄 

_ On 

\nn 


lrirl 

Inn 


nn 


lar , 


有当 一 lru : > 1, 即 *r < 丄时，该级数收敛. 

e 


126171 a. 


( lnlnw ) 


liw 


( n > l ). 


解由 


In 丄 

Inn 


lnlnlnw , 


显然存在 n 。， 当 72 > 72。时有 lnlnliw ^ p > 1, 所以该级数收敛. 


【2618】 


Cln 


解 


In 丄 

由 


( lnn) ,nlnn 


( lnln ”） 


，（71>1). 


Inn 


乂由 


有 


lim 


lim 


( lnlar ) 2 
lor 

( lnlnn ) 2 • 
\nn 


lim 


21 nlnx 

\nx 


0 


0. 


于是存在《。，当/|>«。时，有 

( lnlnw ) 


Inn 


<1， 


所以，该级数发散. 

利用柯西积分判别法，研究具如下一般项的级数的收敛性 

(2619 — 2620). 

【2619】^ ^ 


n \ n p n 




解令 /( x ) 


x \ n p x 1 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


/(工) 


ln p j + pln^x 
(xin^x) 2 


知 ，V f ，当: r 充分大时， /( x ) 非负递减的. 


dr 

x \ n p x 


(1 — /OInMjr 
lnliir I ^, 


P 关 1 


故当 /)>1 时,该级数收敛. 


【 2620 】 a ” 


解令 fix ) 


Mdnwi^dnlrni)' 


( n >2). 


x(lar> p (lnlnr) v ’ 


出 〆 （ 、 _ (lnj) /, (lnlar ) 9 + p(\nx)^ ] (lnliir ) 9 + qdar )^" 1 (lnliir ) 9 " 1 
® [xdrir)^(lnlRr )^] 2 ’ 

知，当： r 充分大时, / Or ) <0, 所以当 o : 充分大时, / Cr ) 非负递减, 

下面分情形来讨论. 

1° 令/> = 1， 


由 I : 


dr 

jrlnr(lnlar) 9 


(1 —g)( lnliir)^ 1 
lnlnlarl • 


9^1 


知，当 g > 1 时，该级数收敛，当 g < 1 时,该级数发散. 
2 ° 令 />^1 

由广 如 = f ^ dlar 

J 3 x ( lrir ) p ( lnlar) fl Jz ( lar ) p ( lnlrir ) </ 


令 f = lar 


dt 

J ln3 9 


当/ >>1 时，取 S >0, 使 —5>1， 


lim ^ 


7^ = ^7 a ^ = 0 ^ qe，N 


有 

In3 


t p (\nty 


收敛，故当 >>时，该级数收敛. 



同号级数收 敛 性的 判痢法 

当/|<1时，取 e >0, 使 p + e < l , 由 


第五章$级：数 


limf ^ 


以 In /) 


( In /) 9 


故当/><1时，该级数发散. 

【2620.1】 研究以下级数的收敛性: 


解 


，所以 


S 沈 _ ln 2 • ln 3." ln(n + 1) __ 

ln (2 + p) • ln (3 + />)- ln ( n + l +/>) P ^ 

解 由 匕 ，所以 

]^ n - 1 ) = ( ln ln ( t lt) P - - 1 ) 

= ^+2 = 0 - 
故由拉阿伯判别法知该级数发散. 

oo 

【2620. 2】研究级数公 #( 其中 ！/(；!) 为 n 的数字数）的 

—1 w 


收敛性. 

解 


由题意假设应是丨 v(n) |< r . 


1 v ( j ：) 1 
x 2 


dr ^ 


dr <+ 


所以 2 


v(n) 


收敛 • 


12620. 31 设义 „(；2 = 1，2, …） 为方程 taar = x 的正根序列， 

研究级数 ft 2 的收敛性. 

解 W 因为 


d >0，n = 1 ， 2 ， ” 、 Aa >A w , 



I 吉米多维奇数学分析习题全 解（ 

所以考察 | jA 7 2 的收敛性只要考察 | dr 收敛性， 

又 r 夹心收敛，知 fx 2 收敛. 

1 X n=\ 

【2621】 研究级数_ 1 ^^的收敛性. 

ft 

解 因为 ln ( n !) = y^lnz < nlnrif 

l-l 

于是有丄〉土 ；〉 0 ， 

由 2619 知，级数 I 忐发散，故发散. 

【2622】 证明： 各项单调递减的正项级数;与级数 

if= 1 

同时收敛或发散. 

/|*0 

证因为 a „>0， n = l ，2, …， 

oo 

因此乏 > n 的收敛性与部分和的有界性等价. 

n-1 

令 S n = a \ + a 2 + … + a n ， 

tk = cl\ ~h2a 2 + ••*~ha k a^. 

当72<2> 时， 

S n ^ a x + (< 2 2 + a 3 ) + … + (如 + ••• + a ^- i ) 

< + 2a 2 + … + 2 k a^ = t k9 

于是有 S „<“，( n <2* 时）， 

当 n > 以时 

S n ^ a x + a 2 + ( a 3 + a 4 ) + ••• + ( a ^ 1 ^ +•••+#) 

^ y^i + a 2 + 2 a 4 + … + 2 H a2 * = 如， 


于是有 2S „> 4 ，( tz > 26 时）， 

综上所述 { S „} 与同时有界或同时无界. 



§ 1 . 数值级数同号级数收敛性的判期法 


第五章，级数 


所以同时收敛或同时发散. 


n=\ 


【2623】设 fix ) 为单调递减正值函数. 证明： 若级数 


oo 


2/( n ) 收敛，则对于它的 余项: 

n=l 

oo 

Rn= S/ ⑷， 


: = irfl 


有如下 估计: 


fU)Ax < 艮 < /(n + 1) + P / U ) dr . 

J irH J irfl 

利用此式，求级数 ^ 的和，精确度到 0.01. 

H，1 71 

证因为 t /( n ) 收敛，由柯西积分判别法知 fv ^ dr 收 
敛，于是由 /(: r ) 递减性有 


/(” + :• +1) < 


，2,…） • 


故有 2 /(n + i + l )< p 7( x)dr <2 /< w + *> 

i-l Jirfl r-1 

于是有 K-/(/i + l ) < f ( x )± c ^ R n , 

J rtH 

即 r + °°/( x)dr < i ?” < /(n + 1) + f ， CC /( x ) cLr . 

irfl J ^r+1 


令 /(x) 


尺 n</(”+l) + 


/( x)dr 

J irf^l 


(w + 1) 




ir 


(^+l) 2 " r ^r+I ， 


— 45 — 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


有 


^(^ n 7 + ^ i < o . ooi , 

77 ^ 4 + 2 y/6 ^ 4 . 9 . 


故当72 = 5时，可取 t 4^1-46 作为级数的近似值且满足精确 

- =i n 

要求 • 

【2624】证明叶尔马科夫判别 法:设 / Cr ) 为单调递减正值 
函数，且 

rMoe /Cx ； 

若又<1，则级数: f ]/( n ) 收敛； 


若 A >1 则级数 t /( ri ) 而发散. 


证 




有任意 e 〉 0, 存在 M 〉 0, 当 o: 〉 M 时 ^^<A+e 成立 . 

1° 若 A<1, 取 e 使得 A+e = y<l , 于是有 
#/(#)< y / Cr ), 

当时，我们有 


< yj^/(x)drt 


进一步有 J M /(x)dr< yJ^/(x)cLr, 

于是有 (1-y)J: M /(x)dr < y(J^/Xr)dr - J 二 /Or)dr) 

=y(J w /(x)dr —j /(x)dr), 

从而有 J M /(x)dr < /(1) 山 \ 

现固定 M ， 令 w -^+ co , 有 
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§ 1. 数值级数同号级数收敛性的判别法 



e ； /(x)dx<^j^/(x)dr 


由柯西积分判别法知收敛. 


常数 • 


n— 


2°若当 A >1 时 
eTXeO — 


由 lim 


fix) 


A ， 有任意 e >0, 存在 N 〉0, 当 《 r>N 时 


e 成立. 

现取 e ， 使得 A — e > l , 于是有 

f(x) (x>N). 

从而当 nSA /时 ，有 

J 〜 , /(e r )dr > J 、 /(:r)dr ， 

也就是 J^/Cr)dr 〉 J^/Cr)dr ， 

于是有 I V /Cr)dr+ /(x)dr > /(x)dr + J V /Cr)dr ， 


即 


f(x)dz > 


..N 


N 


/(x)dr (n>N). 


N 固定，现令 eo = N + l ， e ! = e * 0 ， e 2 
eo » ei ， e 2 ，' …， 于是有 


e e i ， … ， e*+i = e e * ， 


m 


[ 1 /(x)dr> [ /(a*)dr, 
J €6 J N 

f(x)dx >• [ /(x)cLr, 

J e, J N 


幵 i/Cj^dr > J" fix)dx. 


从而 


[/(x)dr = lim2 [ * /(^)dr 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


fc 

^ \imm f(x)dz =+00 ， 

m-^00 N 

于是根据柯西积分判别法，级数 t /( n ) 发散. 

【2625】 证明罗巴楔夫斯4判别 法:一 般项单调趋于零的正 

项级数与级数同时收敛或发散. 

其中为‘的满足~不 等式： 

a n ^ 2~ m (n = l,2, — ,p m ). 

证因为〜是满足不等式〜 >2 i 的项‘的最大指标，于 

是有 

2_ " < ^ m .^» < 2， n ，2~- < ci Pnr _， 2 < 2一， 

2, < 〜 m < 2— 1 , a Pw+1 <2^, 

从而 （》 m — An ~ i )2 mil > au ! +0；^ 1+2 + … + a 〜 

>( An -〜）2 i , 

关于 m 求和得 

N N 

H(Pm — Pnr-\ 、 2i 《 2 ( 〜 h+I + … + %) 
m^l m—l 

m=l 

于是我们有级数与级数 — A ^)2 i ^ 具有相同的敛 

n=l m=\ 

散性. 

oc oo 

下面证明— 与 ^ A „21 有相同的敛散性. 

m=\ m—\ 

因为 (An —/ Wh )2~^】 <2/^2 ' 

所以由收敛可得; (〜一 〜）2— 1 收敛. 

m—l m=\ 

现来证明 t ( p m - 收敛可推得 f > w 2 i 收敛. 

m=l w=l 

令 



同号级数收敛性的判别法 



A= 5 (An- 〜 )2 一 S 

m=l 

因为 Pm — Pn^l > 0 (m = 1 ， 2 , …）， 


于是有 A ^ Y i ( p m - p m - 1 )2 


- Hrf ] 


p m 2r^ 1 - p^2-^ 1 


m = 


N-l 




m —0 


Pn 2~^ 1 + 2 ^ (2^1 ~2r )~ p0 


N-l 


-Po. 


4 1 A 

现设 Sw = 

m~\ 

于是我们有 Sw < A + A > — p N ^ < A + 和， 
由单调有界原理知 limS N 存在. 

N 

所以$：化2- 收敛. 

m ~\ 

研究下列级数的收敛性 (2626 〜 2645). 


【2626】2 

n =2 

解因为 


n-\-2 — >/n — 2 
n a 


Vi + 2 — Vn — 2 


n°( \/ w + 2 + y/ n — 2) 


>0 


H m ” a ( V^i^r 2 + Vn — 2) 


rr 


当 a +| > 1 时，级数点收敛，于是当《+音> 1时 


，级 
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=_ (> A + fl ) 4 +”+6) 4 _ 

_ (^Va + + b)(^Vaf +(^+n-\-b) 2 

= _ (2q —l)yi + fl 2 —b _ 

(>/w + a + ^rf +n + 6)(n + a+ \/rf -\-n-\-b) 

有当〃充分大时，通项保持定号，于是不妨假设定原级数为正 
项级数. 

下面分两种情况来讨论： 

1° a = 因 




ms A 收敛，故原级数收敛. 
if-i n 2 



(2a —— l)7?+a 2 —b 



+6)( n + a + %/ w 2 + n +6) 


= $ 0 , 


4n 





同号级 数收 敛性的判别法 


第五章级数 


所以原级数发散. 


【2628】 S(cot^ 


sin 


nn 


解因为 


cot 


tlK 


An-2 


nn 

sm 2 ^+l 


(cot 


nrc 


An - 2 


-1 


) + ( 1_ sin 2^+ l ) 


于是考虑如下两级数 


2(i—c-A)’ 

§( 1- sin 2^4 l )- 
它们 i 为正项 级数. 因为 


1 — cot 


lim 


nn 

in — 2 


1 — sin 


nit 


lim 


2n + l 




有客 o - cot ; 

故2« 


g ) 发散，幼 


sin 


mz 

2n + l 


) 收敛 


sm 


nn 


2n+l 


) 发散 • 


【2629】 


解由不等式 

ln(l +:r) < x 9 {x 


l , x ^0) 


有 


中 = 1 «)< 士， 



米多维奇数学分析 5 



解(四） 


ln ^ == - ln (^+ r ) == - ln ( 1 ~^ TT ) > ^ TI > 


故 


从而 


1 < ln rL ± i<l 

n + 1 n n 

0< ±_ A^+I 


<丄 _ L _ = ^ ^ + 1 

4n y/n-\-l 丄 _j - 1 

4n \/w +1 


〆 n{n + 1 ) 〆 

ZHZT 

v^TTT 


2 ^ ^ 


由比较判别法知 t ■^一 收敛. 

n=i vn v n 

[26301 2 

i»:l ^ 

解就 《 的两种情形加以讨论 
1° a<2, 由于 limlrm=+c>D， 由 139题知 


2 ln ^ 


lim - 


ln(w!) 


于是 




lim 


lim 主 


=+ 


rT 


由 + 发散,于是我们有当《 < 2时，;I； 发散. 

2° «> 2,由斯特林格公式 双 


n\ = y^m n e'^ (0 <氏 < 1), 


同号级数收敛性的笄別法 



右 ln(n!) _ ln27r i Inn , lnw , d n 1 

因为当: > 2 时，訟，|^，|^，|;” 4 ，|^皆 

收敛.于是 t 收敛. 

|»=1 n 

【2631】 

n -1 

解因为 lim ^ = 0， 

x-^oo 

所以存在价，当 : r > n 。 时，有/ > 2/，于是当 n > W 时，有 
#<2 n 音，故 


eW , 


从而收敛. 

126321 fy e -' 


解 


由于 lim 芎 

o^+oo 


所以存在 no ，当 : r > n 。 时有# > I 8 
从而当《 >4时，有 


于是 


e ^> (7^) 


< 


故^> 2 一 收敛. 

«=1 

126331 |；( n ^- l ). 


Jbl 

— 1 = e 3+1 



Inn 

^TT 


Inn 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 

而 ^ fdr 收敛 • 


故; f ](/ r ^— l ) 收敛. 

n=l 

^ gigr 4 ^ 

【2634】 Se ™. 

n=\ 

解1°若(:关0,则 
r alnn + b — a 

l^clnn + d _ 7. 


所以尹0时 


lim 


a\nn +6 
rlnw + d 


-7^0. 


故级数 Z 


alrm + 6 
cln/i+ d 


发散. 


当 《 = 0 时,级数为当 6 = 0 时，级数显然收敛， 

当6关0,且6与 c 同号时，; I 充分大时，级数为正项级 

数，当6关0,且6与 c 异号时，《充分大时，级数_ 为负 

项级数，于是不妨设6：关0且 6>0， c >0 时,级数为 


为正项级数，因为；!充分大时所以当祥0时， 

clnn 十 d cti 十 d 

级数 I 点 发散- 

2°当 c = 0 时，原级数为 

显然只有当 a = 0， d 关0时，级数收敛，故综上所述，当 a M 关 
0时，级数发散，当 av = 0 且 a = 0 时级数收敛，当 c # 0,且& 
參0时，级数发散，当 c ^0,6 = 0 时，级数收敛. 
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同号级数收败性的判别法 第 5 章级数 


126351 § i ^ b ) 


解因为 


in 2 


lnsin 


1«) 


COSJT 




lim 〒 



所以 


In 2 (sin j) In 2 


\n 2 n 


于是原级数的敛散性等价于级数 f； &的敛散性 


lim ^ 

f^+oo ^ 


lim 


2^c 


lim —p. = 0 

— 说 4x 


于是存在 M >0, 当 x>M 时，有¥<1,即 


\n 2 x < x. 

所以存在^/,当”>~时，有 
\n 2 n < n 9 


故 


kTn>t (” >N) . 


所以 t 发散，也就是 t 


1«) 


发散. 
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学分析习题全解(四） 


【2636】 2( cos ^") - 

oo 

解 （1) 若 a = 0时，该级数为;^1， 发散. 

«=l 

(2) 若 a 关 0 时， 

( cos^f = e n2h ^ 

— WO ) _ _«) 

— € —— C j 

所以 lim v^aT = e~^ < 1. 

if^oo 

oo ”2 

从而 ^ (cos 5) 在 a#0 时收敛 • 

oo chi 

【2637】 Si " —— • 


COS 


解 


ch! 
_ n_ 

cos — 


ch — — cos 丑 


ch — 


car* 

fj 

clr*—cos^ 


-In 1 + 


cos 


cos 


而 


ch! 
lim ― ^ 


cos 


于是由于 chx 


，skr 


e x - e' T 


lim C ^ 3ZX ~ COS7tx 


lim 


7csh7cr + 7rsin7TX 
2x 




有存在 N >0, 当 m > N 时 
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r(n + l) 


( 7 ) 


> J 9 


⑸”〉 ⑸ 


于是 


9 m m 

nyfn 




令 C ” 




有 


尤：=丄0， 


••• lim ^/ C~ n =+ 00 , 


故 2 c ； 发散.于是原级数发散. 


胃 _ irv^ 

126391 §( Lr - 


解因为 


< l » i ) 4 


— [”ln( Irw)—ln 2 n] 


( Inn ) 


li m y ? ln ( lm ?) — In 2 /? 


+ 00, 


知存在 Wo , 当 m > n 。 时，有 


nln ( lrm ) - ln 2 7 i ^ Mn 


其中 M 为大于零的常数，于是有 


qn 


fib(lnn)Hn 2 i 


—0 


— ► 


oo ) 


从臟数§心收敛. 


oo 

【2640】 E 卜士 — 


厶士 + c ■士 


U >0,6>0， c >0) 
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解由 


同号级数收敛性的判别法 


第返 章:彌 _ 


+ c 士 


lim 


lim 

if 省 oo 


a " — 1 


b 七 — 1 , c" — 1 

~ r - 


=lna — |-(ln6 + lnr) = In 

L Vbc 

若 a i 时，有 

in j ^ 0 ， 

于是； 2 很大时，原级数的项不变号. 故当 a 关 I 时，有原级数 
发散. 

若《 = 原级 数为客 [—音(#—4 ) 2 ]， 


(hi - c i ) 


6忐一 c^ n 


又由 lim 


lim 


rt^oo 


( 6 ^- 1 ) 


lim 


C^-l 

~ T ~ 

n 


+ — \^ nc ) = 音 (lM — Inc ) 


所以当 a = I 时，原级数收敛. 


【2641】 2(^-1). 

n—\ 

解若一 1-^+ co (当 „ — oo 时). 
所以该级数发散. 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


若一 1 < a <0, 由 

lim = lim 


X 


la! 


lim 




i^+f _ l a I 


I a I 


lol+l 


X 


lim 




a 


(1 —I a I lnr ) 


于是我们有 lim 


a n 


从而存在 M >0, N >0, 当 rz > N 时，有 
a - > M ^ r * 

由 一 l < a <0 知，原级数 发散. 

若 0<—1， 取月， 使(1<卢<一1，于是 丨 a ： I >| 戶 1， 由 


lim 


JC^-l 


lim 


e 


x 


f/H 


X 




lim 


丨•與) 


-i 卢卜 


I 釣 +i 


x 




lime "( 

r _ ♦<» V 


J 


lnr 


x 




-yj • juFw ) =0 


有 


lim 

If^oa 


Qn 




a 


xS 4 r 收敛.故当 a <-1 时，原级数收敛. 

n=l w 

126421 |；[ ln ^- ln ( sin ^)]. 
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. 数值级数同号级数收敛性的判别法 


解设 

a „ = ln ^- ln ( sinl ), 

由题意有 a ^ 0. 

(1) 当 a = 0 时 ，=— lnsinl > 0, 该级数 发散 . 

(2) 当 a>0 时 



In 1 + 


sm 


sin 



tP rf 


—1 In 1 + 


-1 


sin 


sin 


lim 


1 

户 


= 


—-1 


lim 


r-o t sint 


lim 


t — sim 


, ( 因 s im 〜 b 当 f —0 时 ) 


于是 lim 年 


n，oo 


故当 a > 音时，级 数客; [In 士 一 ln ( sin ^)] 收敛. 

当 0< a < 音时，级数 2[ ln 去 一1+1^] 发散_ 

【 2643 】 f] a - MonU[nZ ^ (a>0). 

n=\ 

解设 A = , 

当 a = 1 时 = 1 ，于是该级数 发散 . 
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当 a 关1时，因为 
In 丄 

, Un = (ft + clnwMna , 

Inw 

由对数判别法 (2615 的结论）有 

① 当 r = OMna > 1，即 V > e 时，原级数收敛 • 
当 r = 0 ,Mna < 1，即 J < e 时，原级数发散. 

② 当 c 关 Q , c \ na > 0,即> 1时，原级数收敛 • 
当 r 关 0 ，dm < 0,即 f < 1时，原级数发散. 


126441 g (, + aA"n + 6) - 。〉 0 ,6 >0) 

解设 


{n + a) nVb inb) ,r ^ 


,2^+tr+A 







n\u 


e a • e b 


当 a + b>l 时，原级数收敛，当 a +6 < 1 时，原级数发散. 

126451 g ^'(£r 

解设 

a - [ Ol + l )!]， 

n _ 2!.. 4!-(2”）！， 


因为士 i ± 


(”+ 2广 
(2 n + 2)!， 


而 


(« + 2 ) 


< 


(71 + 2 )” 


(2 w + 2)! 、 0 i + 3) … （2 /i + 2> 




H ^) f， = ^-^) 


w+3— 3 


<1 




/. lmi < 1. 

由2592结论知原级数收敛. 


研究以下带有一般项的级数 Ha 的收敛性 (2646 〜 

11= 1 

126463 - = lo TT?- 

解因为 

0 < < Vxdr< \ n ( 士 ) 2 dr = n~^ , 

0 J 0 \ Tl / 

所以收敛. 

【 2647 】 u, = r , 4 1 — • 

>/1 +x 4 dr 

解因为 

0 < u n = r -- 1 — ■- 

\ b yn?clr 

= _1_ 

J 办 yr+x^dr+ | o +x z dr 

所以的散敛性和 £ f --- —— 敛散性 相同. 

㈤ yr + o^dr 

0 

又 ---〈- -- 

\^l+x 2 dx \ V^dr 3n 2 

Jo Jo 

由 S 4 收敛，知级数2& 收敛- 

n-l 7l z n=l 

【 2648】 = 迎 』 dr. 

J n X 

解因为 




吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


.(邊 sin 2 x ，、 1 「条 


,1 、 1 

I /(n + l ) J , 


in 2 xdr 


2(” + 1) 


> 0 , 


由 S 土发散知发散 • 


【2649 】 a = 

J n 

解因为 


r ^ dr . 


0 o"= 厂 1 e^dr < 厂 e^dx 

又由 lim = lim 〜 == 0， 

9T^oo 1 rt-^oo e 7n 


于是我们有 t A 收敛. 


【2650 】 a 


1 +x 


dr . 


解令 fix ) = sin 3 x , 
由于 / ( x ) = 3 sin 2 xcosx , 


在内大于零，于是 / Cr ) 在 (0, 晋 )（ n >2) 内单调增加，由 


此我们有，当71 >2时， 


0 ^ = [" 1^-^cLr ^ [" sin 3 xdr 

Jo 1 十 《r Jo 

<sin 3 JL . 

n n \n ) 

由 f > _4 收敛，知收敛. 


【2651 】 “ n 

解由 
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1!+2!+… +7 z ! 
(2^)! 



0 <“ n 


同号级数收 敛 性的判别法 -$数 


1!+2!+… + m! 
(2n)\ 


< 


n!Oi + l) … （ 2n) 02 + l)“ ，（ 2n) 


< (2« — 1) • 2n 


知级数收敛. 


【2652】= 

解因为 

0 < 


2 In 2 是 


n\n 2 n ln 2 n 


于是我们可考察 a > 2时的情形，由 a > 2,我们有 S > 0，使得 
1 > 1，从而有 


\n 2 n 


\n 2 n 


由 lim = 0， 

知，存在 M >0, 当 n > N 时，有 


In 、 



故当《>2时，级数$>„收敛. 

n=l 

下面考察 a < 2时情形，当 w 充分大时，有 




W n ^ ~ 
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由 Stirling 公式，3 n 。 > 0,当 ti > / I 。时有 


!> +’ 2 ^ ⑸”， 


于是 u n > 


ln [l 

In + + +[ ln (27 r ) + Inw ] + /iln 


ln 丑 1 

> ―- >->0 f (当; i 充分大时). 

71 n 

故当 a <2 时,发散. 

用相应的^数代替序列 sr ”( n = 1,2,…），研究它们的收敛 
性，若 (2653 〜 2655). 


【2653】 x n — + + 2 V ^. 


解 


n + 1 


— 2 v ^ T+T +2 4 t ( 


\/n +1 y/n + l+yfn 


y ^ m ( v ^ n +^) 2 

n 

令文。 = 0, 有 : r n = 2 (x k — Xi -1 


喵)， 


又由 4 收敛知 linu :, 存在，即 U } 收敛. 

it-i n 2 一力 

【2654】 = 

解由 
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同号级数收敛性的判荆法 


第五章级数 


lnw 


备 {(In”) 2 — [ln(n— l)] 2 } 


孕 - ln(w(n_1)) 

Inn 1 1 /i I 1 \ /i.. 2 . i 


=，->(】+ 古)卜 2 +岣-士 )） 
= v _+( i +° ⑸) 卜-士 +0 (》)) 
= v - rf + o (穿 )}=。( ㈣ ， 

因为 t _ 收敛.故 a = 收敛. 

/ t -2 n k ^2 

【2655】若 

⑴ S ; ⑵ 2 TT^TP ⑶ S T^TVr 


⑶ 2 T ^ rzrTTf - 


3 3 (n + l )!， t (2” 一 l>!. 

大约需要取级数多少项作为它的和才能精确到 1 (T 
解 （1) 余项 


^ ^ ^ < n S. 

= _ S ,(4 i '■士 ) = 务 


令六< 10-5 ， 

有 N > 10 5 . 

故大约取10 3 十1项即可达到要求. 
(2) 余项 


^ = S 


»= N +1 


oo 

.S, 


In 

(n + l)! 


<2 


: 妍 1 


Zn 

(n-l)n 2 


( n — l)n N ’ 


令 I < 1( T 5 ，有 iV > 2 X 10 5 ，故大约取 2 X 10 s + 1 项，其精 




度满足 1( T 5 . 


(3) 余项 


1 

S, (2”-l)! 


由 Stirling 公式有 


走! > (+)'(々 = 1，2, …) • 

于是 


2 N + 1 


2N + 1 


oo 

2( 


2 N +1 


r . 


当 N >1 时,^^<1， 


于是 Rn <( 


2N+1 


-( 


2 N +1 


经计算，令 iV = 5 时 


^<(n)"-nfk 


10 H5.64 < 10 -5 


故级数取 5 项就能保证要求. 


2. 交错级数收敛性的判别法 


1. 级数的绝对收敛性 
级数 

oo 

2 a ”， ① 

绝对收敛的，若级数. •• 

oo 

Ski ② 

敛此时级数①也收敛.绝对收敛级数的和与项相加的次序 

无关. 

要确定级数①的绝对收敛，将同号级数收敛性的已知判别法 
用于级数②就够了. 




_ § 2 .交错级数牧敛性的判别法 | 第石1级数 

若级数①收敛，而级数②发散，则级数①称为条件(非绝对) 
收敛.通过重新排列级数各项顺序可以使条件收敛级数的和等于 
任意数(黎曼定理). 

2. 莱布尼茨判别法 若⑴ b ” > b^in = 1，2,…）及 
(2) \ imb n = 0,则交错级数 

M - 6 2 + 心 一 6 4 + …+ ( - 1)『 1 6” + … (6” 彡 0) ， 

收敛(一般来说非绝对），在这种情况下,对于级数 余项： 

Rn = (- l ) U(-l )〜+••， 

有如下估计 

Rn = (― l)”h ( 0 < 氐 < 1 ). 

3. 阿贝尔判别法 

若 (1) 级数 s 〜收敛; （2) 数 6 ”Oi = 1,2,…)形成单调有界 
序列,则级数 ” 

oo 

S 认， • ③ 

n -1 

收敛. 

4. 狄利克雪判别法若:（1)部分和 A „ = ，有 界； 

r = l 

(2) 当 M - oo 时，6„单调地趋向于零，则级数③收敛. 

【2656】证 明:非 绝对收敛级数的各项可以不重新排列而分 
群组合，使所得出的新级数是绝对收敛的. 

证设为条件收敛，由柯西定理知给 ei =|,存在 M 

n=l 6 

>0,对任意自然数7^，有 

I a Nl+ i + •••4- a Wl - wn 1 I <6 m 

给定 e 2 = _，3 N 2 > 乂，使对任意自然数 m 2 ，有 

心 2 +1 + …+ I < €2， 
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给定 q ^ ， 3 凡 > Nh ，使对任意自然数叫有 

I a % 十 1 l < Q ， 

…， 

现取 A 。 = 42 i + a 2 + …+ a ' ， 

Ai = +a Vl ^2 + ••• + «n 2 ， 

…， 

A k = + ， 

•••» 

贝 1 J 有 丨 A l<a = 辜 (k = 1，2, …)， 

且是原级数的各项不变更其顺序而分群组合起来所得的新 

k^O 

级数，因为 t +收敛.于是绝对收敛. 

务=0 ^ *=0 

【2657】证明:若级数满足下列条件：（1)当 // —oo 

n=l 

时,级数的一般项趋向 于零; （2) 不变更级数;原有的次序 

11=1 

而重新组合所得出的级数 fA ， 是收 敛的； （3) 在 

n-J 

Vl — 1 

= 2 U i (1 = 户1 < />2 < …）， 

中 a , 的项数有界.则级数 f ：^ 是收敛的. 

n —\ 

证 设人 中相加项的数目不超过某一固定的自然数 m , 即 

ArH — pn ^ rn (n = 1 ， 2,…） • 

任意 e >0, 令 el = -A ，因为 lima „ = 0,于是存在 iVf ， 当 n 


>Af 时，有 | a„ |<6] ? 



. 交错级数牧鈸性的判期法 第 r 章级数 


又由文人的收敛性知，存在 M > M ， 当 rz > iV , 及任意自然数 p 


有 


| A ” + A^h + … + A 〜|< ei » 

现取 ； V = %,， 当时，任意自然数 S ， 令 

f\n,s = a rt +a^i + … +“， 

由题意 A 必是某一个 A , 中的项，令 




f 一 1 、 

卜 , • A” = 

{ A n 中各项 a ; 的全体}， 


于是当时，若 a , e S A , , a ; e s A / , 则有 * <z 
现考察 Am 中各项，首先 


a n 6 S An ， ( r ^ O ), 


其次 


a ” + … + a Ps ^,-1 + A iVl + h-i H - 


令 B — “”， …一" 

B ’ = a 、一 + … + “， 

显然 B 是 A Vl + r 中一部分项之和， S ' 是 A Nl + _ i 中一部分项 
之和，从而 

I B |< ( Av ,+ H -1 — A 、+ r)ei < ， 

I B I ^ ( ps x ^ r ^2 — Ps x trly * 1 )€l ^ f 
I A/^+rH + … + A.Vj-fr^ I < €l ， 

于是当 72 > 为任意自然数有 ' 

I An ., l < iB|+l A. V|+rfl + … + A Ni _ 1+1 W I 

〈 (2 m + l)ei = 


+ A.Vj 

a n + … a 


+ a p _ 


+ ^， 


故由柯西收敛准则知收敛. 

【2658】证明收敛级数的各项重新排列，使得其中每 
一 项都离开其原位超过 m 个位置(这里 m 为预先给定的数），则这 

— 71 — 



个级数的和不变. 


证设原级数为，重排后的级数为 


n— 


令 Sn = Da ， 


on 


ww 

2 乂， 


由题意有 

lima ” = 0, limSv = S . 

N-^oc 

现证 limtr.v = S ， 

N-^oo 

我们规定 A/v = a / v — S . v ， 任给 e 〉0, 取 ei 


螽 >0,则存在 


M 〉0, 当 n 彡 M 时 ，有丨 〜 |< e , ，现取 N 彡 M +2 m ， 又我们定 

义 S , 内各、项元素组成的集合为么, a , 内各乂 项元素组成的集 
合为九，于是有 


An 


2〜一 2〜， 

W a m es s 


现看 ai ， fl 2, …，各项，我们知道每一个 a , 被重排成~时4 
与 j 的标号差不超过 m . 因此，对每一个 a , 总可以在6,的前后各不 
超过 m 个元素内找到一个~ = a ;， 反之，看6: ， bw ， b N 各项，对 
每一个化总可以在 a , 的前后各不超过 m 个元素内找到一个= 
6,，但有这样的情 形：最 后一段不超过 m 个元素的 a , ，即 a ^, 
…，心 内若干个元素可能被迁到之后，从而在〜内找 
不到对应的搬迁元素，但个数不超过 m ，同样在最后一段不超过 m 

个元素的匀，即，…， b N 之内若干个元素在内找不 
到搬迁元素,但个数不超过 m ，于是 


I An I 


| 2 — 2〜I < 2 丨厶 ” 1+ 2 
作 «„es N 6 ^1 n - B es N 

b J S N a 鳥 b 々 N a ”A 


< mei -\- me \ = e » 

其中上式中〜的下标 72> M + m > M ， 同样乂的下标 n > M + 


I . 交错级数收敛性的判别法 


第五章 


m . 由乂是由某个 a 搬迁而来，/在/ I 的前后距离不超过 w ，于是 i 
> M ， 故 | 乂 | = | a , |< e ,， 于是上述不等式成立，所以 lim An = 


0,于是有 lima ^ 


limSjv = S . 

/V^OO 


证明下列级数的收敛性并求出它们的和 (2659 〜 2661). 


【2659】1 一音 + { —… • 


证因为 

S ” = l — 1 + | — 条 +…— 

|sl= j-|+| -… +(-ir 2 ^+(-1)^ ， 

将上述两式相加有 

|^= i -|+|-|+-+(- ir 1 ^ r +(- ir 1 ^- 1 , 
于是我们得到 

3S” = 音 — | + …+ (― 1 产 1 _ + (― IP 



-(-jf 

卜(一音) 


4-(-1) 



所以 liniS ” =吾，故原级数收敛，其和为 

rr^oo X/ 

126603 1 + [» f 6 - f 2 + 

证易知该级数绝对收敛，从而该级数收敛，令该和为 S 


• • • 


由 




-(春 + 会 


+ ••• 


2 3 ^ 




吉米多维奇数学分析习题全解(四) 








1- 




有 


limS 3n 


10 


V 




提 示:运 用公式 


l + T + -. + 7 = C+ln^ + e, 


(这里 C 为欧拉常数和 = 0). 

证由交错级数&别法知该级数收敛，设其和为 S ， 


S 2n 




0+音 


+… +^= iHj + X ) 


( 1+ +十+ + …+忐 h 2 ( j + j + …+去) 


有 


= C+ [n2n + e 2 , 
= ln2 + e 2 ” 一 h 
limS?* = ln2. 


(C + lnn + e ”〉 


【2662】已知 


s 


(-1) 紆 1 


ln2. 


求出由于其各项重新排列的结果得出的级数的和: 


(1)1 + T""2 + T + y _ T + 


和 （2)1 — Y — 了 + j 一 + …. 


解⑴由 


=1 + + -} + 音 + }-{ + 


74 






• 交错级数收敢性的判期法 


+ 47!一3 + 4打一1 2 n 

( 1+ 音 + ++… 



- (++ X ) 

( 1+ »… 4 


+ 4^=1 + ^) 


-+« + x ) 

- (++ X )’ 


又令 


an = l +T +.-.+-, 


+ (- 1 ) 


于是有 lln = OZn — On 


Un 


OKn 


我们得到 s 3 , 


0 \n 


所以 


( 〜 一 CT2” )+ 士 ( 。 2” 一 (J") = Un + ^lln » 


limS 3/l = iim/ 4n + lim / 2 « = In 2 + + ln 2 = + ln 2. 




乂由 2658 题知该级数收敛，故该级数的和为 | ln 2. 


(2) 由 S 3 , 


+ 2 w — 1 4 w — 2 An 


=( i +++ … +^ i =1 )-({+ X ) 

= ( 1 + }H + … +^i + 表） 
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… + 忐)一 (士 +1+ … + 忐) 


有 


limS 3fl 


泛 2 /f 


\ n 2 . 


Oln 


^OZn (T” ） o ^2 /j 


又由 2658 题知该级数收敛，故该级数的和为去 ln 2. 


【2663】收敛级数 5] 

n=l 

成为发散级数. 

解级数重排如下 


(-1 产 1 

及一 


的各项经重新排列后，使其 




• • • 


+ 


1 


— Z V An—1 y2n 


+…， 


对 （* ) 级数每相邻三项加括号后得一新级数 （* * ) 


(")( 1+ 去—去 )+(★+ 青 




yn 



( 




y / An — 3 V 4 n—T y / 2 n ' 


+••• 


其通项为 


因为 


\/4 w — 3 V An — 1 y / 2 n 


> 


y / 4 n — 3 yin — 1 ^/ 2 n %/4 w y / 2 n 


督。 


3 V An — 1 \/2 w 


y 发散. 
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§2. 交错级数收敛性的判别法 


所以级数 （* ) 发散 • 

研究下列交错级数的收敛性 (2664 〜 2673). 

oo 】) 

【2664 】 S ( ~ . 

解因为 


(_1)〒 


l n 



而 t 去收敛，故该级数绝对收敛，所以该级数收敛. 

H =1 ^ 

【 2665 】 

解由 


dn 


-叫纖 ) 


有 


k 卜(辦)”， 


又 lim /T^TT = lim 今土 ^ = 4<^ 

of! t I u 

所以该级数绝对收敛，故该级数收敛. 

126661 + y + i + i~"*- 

解对该级数相邻三项加括号后得级数 

( °( 1 + i + ih({ + i + i) 

+ (++++ j ) — (忐 + n + 告) + …， 

显然级数 （* ) 是交错级数且满足莱布尼兹条件，故 （* ) 收敛，由 
2657的结论，知原级数收敛. 

【2666. 1】设 


S <- l ) n 6 n , 

n=l 


77 


① 
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其中^ >0,当 71 — 00时成—0,由此能得出级数①是收敛的吗? 
研究例题： 


2 ( _ lr 2±(^i)： w 


解级数①不一定收敛，如文(一 1) 


”2 + (- 1 ) 


，显然 


2 + (- 1 ) 


0( 当 w — oo ) 且乂 > o(n = 1，2,…）， 


oo 

对级数 2(— 1)” - ±( -~ 1)： 从第2项起，每相邻两项加括号得 
«=1 71 



(* ) 的通项为 

3 _ _ L . 

2 n n +1 



m 木 3 1 、3 1 — 1、/\ 

因为 ^ _ 2^ Ti > ^ _ ^ = 7 >0 
知级数 



发散，所以 （ o 发散，从而; |](— i) n 2 ^- ( -- iy 发散. 

11 


【 2667】2 i^sin 

1^100 „ 

解因为 W 4 OO 时，单调递减且趋于零，且级数 

n 


2 sin x 


cos 


jr 


cos 


卜 4)f 


2sin 


< 


sin 


JT 


有界，从 
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第五章 


而由狄利克雷判别法知原级数收敛. 


【2668】芑(—1) 

n—\ 

解因为 


(- 1 ) 


sin ‘ 


(- 


ir [- 


cos2yi 

Tn ^ 


(-l)”g + (-l) 


cos2m 


由莱布尼兹判别法知 _ (一 i) s ^收敛. 

下面考察级数;(一 l )# 1 ^的敛散性. 


令 E (- d 



的部分和为 Sv ， 则 


2(-1， 


S cos2w 

sy>-s<v 2> . 




2cos4y? 

in 


因为 t ^ 皆收敛，事实上 


I cos2 走 


sin(2 是 + l)-sinl 
2sinl 



且 &单调 趋于零，故由狄利克雷判别法知 _ f ^皆 
收敛，于是 iimSW 和 pmS # 皆存在，故金 (一 l )# 1 ^收敛, 


收敛， 


于是原级数收敛. 


【2669】 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


解因为 


100 


1 


一迴 + ( 迴) 


+ 


_ • _ 


1 + 


e °) 


( r ? 很大时）， 


所以 


-1) 




w + 100 


- 1 )”去 + 0 (忐)， 


的收敛性知原级数收敛. 

y/n 11=1 77 * 


【 2670】2 


(― 1 )” 


^2 A + (— 1 〆 


解因为 


(- 1 ) 


_ 二 （一 1) 

\/w + (— l) n 4n 


- l ) w / 1 _(~2 > n I 


1 + 


(-1)，， 

A 


(- 1 ) 




0 ( 士 )) 




又 2 4 皆收敛，但 S 丄 发散， 


n= 




知原级数发散. 


【 2671 】 f>in(7t vV+ 々 2 ). 

n=l 

解由 


sin(7t Vn 2 +k 2 ) = sin^nnjl^ (+) 2 ) 
= sin (^( l +^+ o (^))) 
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S in(mr + 旮 + 0 ( 各 )) 


(一1)” 


k 2 Tt 

2^" 


+ 4)， 


知原级数收敛. 


12672] 2 (一 - 1 ) -• 

^ n 

解该级数展开后为 

-^i-i+T+i+i+y+i - 

_丄_丄_丄_丄_丄+丄+ ...， 

11 12 13 14 15 ^ 16 ^ ， 


即首先出现三个负项，之后出现五个正项，再后出现七个负项，如 
此等等，现将这些相邻且具有相同符号的几项合并成一项，于是 
得一交错级数为 


需(― i) K (忐 + + … + ( K + 1 1 ) 2 _ 1 ) (*〉， 


而 


lc K 2 + l 


K 2 + K-l 


K 项 


K 2 +K 


(K + l) 2 —- 


(K + l ) 项 


<k# ^ + ( K +1)# k ^ Tk = k 




K 2 + K-l 


K 项 


K 2 +K 、 (K + l) 2 -l 

(K + l ) 项 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


>K ._1_ + (K + 1) __X_ = _1_, 

所以 （*) 的通项 Uk I 满足 

K + T <|aK I <: 1- 

于是 （* ) 满足莱布尼兹条件，从而级数 （* ) 收敛,又原级数的部 
分和包含在级数 （* ) 的相邻两部分和之间，由此知原级数收敛. 

【2673】 

f»=l vw 

解因为 


limTn 


知该级数发散. 


12673 11 


cos 


+ r 


解因为 


n 2 7 T 

rT+1 


cos 


-1)7 T + 
n +1 


cos 


( W -1) K + 击 )=(-1) 〜丄 


(- 叫 1 -— 2 ^) 


而 级数念 (一 1广 1 -与(一 1)” 

n-2 111 n n-2 

收敛，从而原级数收敛. 

【2674】证 明:若 

^ = 1 + ^. +0 (1) 

办於 1 n \ n ) 

其中! o > 0( 见 2606( H )) 

则交错级数 


2sin 2 


2 (^ + 1 ) 
ln 2 n 



§2. 交错级数收敛性的判别法 第五章级数 

匕 _6 2 +6 3 — 6 4 + …+ ( — 1疒％+."0?„>0) 


是收敛的. 

解 由念 = 1 +f+ 0 ( 士)， 

知乂 >~ h ， 即<乂}单调 递减. 

又由 ， bd 0”， 

知 b n = o (^ i ) ( e > 0)(2606 结论) • 

oo 

于是有 lim 6„ = 0,由莱布尼兹判别法知交错级数^(― 1 )h 乂 

n-1 

收敛 • 

研究下列级数的绝对 (2690 题除外）收敛和条件收敛 (2675 
〜 2692). 


【2675】 



解当/> < 0 ^[Aimn p = oo , 故该级数发散. 
当夕= 0时, rT * = 1,故该级数发散 • 


当0 < /> < 1时 , f 为交错级数且满足莱布尼兹条 

1»=1 71 

件.该级数收敛，又 


士>士 (0< p < l )， 


知该级数为条件收敛. 


当户> 1时，因为 t ^收敛，故该级数绝对收敛. 

11=1 12 


【2676】 


OC 

S 

n=l 
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解由 lim 


丄 n ^ c yjn 


oo 1 «■ 

知当 /> > 1 时， 2 绝对收敛，当 /> < 。时，，(3)不 


存在或不为零,故该级数发散. 

当0</><时，级数通项为 


(—1 产 1 


•云， 


oo 

由2675知 

故由阿贝尔判别法知 t 


收敛，义 } 为递增且趋于1的叙列 


(―1 广 


收敛 • 


又因为 lim 4 = 1， 

n p 


知当0</><1时，_ A 发散.故该级数在0 </> < 1条件下 


为条件收敛. 


【2677】2>[1 +弓) 

解 由 1^1+^^) 


解 


知只要考虑如下三级数 


(- 1 )” 


2 ^ + °(^) 


①2 


(-D 


② §忐 ③ S 去 


(1) 当/>>1时，级数①，②，③皆绝对收敛.于是当 / C >1 时， 
原级数绝对收敛. 

(2) 当 i < p < l 时，级数①条件收敛，级数②及③绝对收 
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. 交错级数收敛性的判别法 


敛，于是当4 < P < 1时，原级数条件收敛. 


第五章级 


(3) 当0</><专时，存在使得 
mp <l<(m + l)/> 


又我们知道 


(- 1 ) 


(* )ln(l H -- 


(- 1)， 1 11,1 (- 1 ) 3 " 

- ■ ■ ■ —• _ -- - - --- - - 

2 n 2p 3 r? 3fi 

1 1 , ,1.(-1)'/ 
一 + …七七 


( nr [ 1 )/> 


于是级数 S A 收敛 ， E ¥， I ：字，…， 


~z n 


0*2 OC^ 

S 条件收敛 ， g +等 （*) 式奇数项面积组成 

的级数发散.故当0 < P < +时,原级数发散. 

(4) 当/><0时， 0(” — 00 )， 

知原级数发散.综上所述，当/> > 1时，原级数绝对收敛;当+ <户 
<1时，原级数条件收敛;当 j 时，原级数发散. 


【 2678 】 S(—l) 


解设 〜= (-D 


2 fl sin J 


2”sin^r 


由 lim 7TZT = Hm 应裝 # 

^°° yjri 


(>/2siar) 2 


知当 IV ^ siru : 1<1，即丨 x-mr |< f 时，原级数绝对 收敛. 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


当 | 72 siar 丨=1，即 | :r — 郎丨= f 时，原级数为 


S (- l )^ 1 ^■，条件 收敛. 

n = 1 ^ 

当 | >/2 siar 1> 1，令| 72 siar \> a > 1，于是当 n 充分大时， 
有 

即 I 心 \> a n > l , 

于是〜 > 0( 当 W — oo 时)，故原级数发散. 

【2679 】 S 

解由题意要使该级数有意义，必有 x+w 关 0,即 I 关 
=1,2,3, …） ，于是要求 I 不为负整数，显然 a * 不为负整数时，原级 
数条件收敛. 


【2680】 

解由 


V (一 n” 

h 0 + (—1〉”；？’ 


(- 1 )” 

(n-^(-iry 


= (- 1 )” 




/>(-!) 


n 




(-D 


方 +0 (古)， 


知当0〈/><1时，条件收敛，¥ jiT ，_ 收敛， 

于是原级数条件收敛. 

当夕〉 1 时 ， (《dW = 知原级数绝对收敛. 

当/> < 0时，通项不趋于零,原级数 发散. 


【2681】 


S 


(- l)H 
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解由 


(-1 广 1 = (-1) 

[ A + (-1 ]， 一 ni 


(- 1 ) 


JL 

m 


p 

n 2 


(-1 广 1 • 
ni - 

#0, 


( _D^i y 


知当/ > > 2 时，原级数绝对收敛，当 p < 0时，原级数发散. 

oo J 

下面考察1 < /> < 2时的情形，显然条件收敛， 


24 r ^ S - r - 收敛，知原级数条件收敛, 

rt-i 7! 2 n-l W2 H 


•零 

当 o < p < i 时 ，2 




ni 


条件收敛 ， t + 收敛，而 


n=\ W2* H 


t i 发散，知原级数发散. 


71 2 


sin 


niz 


126821 S - — 

- 1 〜 in ? 


sin 


njz 


sin 


7I7T 


解 


sin 


nn 


n p + sin — 


1 + 


sin 〒 • rm 

乂 i-X 去 ) 


sin 


nn 


2 rnz 


/+ 0 ( 忐)， 


2 nn 


知当时 ,2 二收敛，对于级数 S 

L n=I n n=l 71 w=I 


sin 


nn 


，由 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 




于迦古 = 0 且⑸单 调减小，又 




cos -r — COS 


(^i)f 


2sin f 


7 t 

sm j 


据狄利克雷判别法知 £ 


sin 


72K 


收敛•因此，当/>>去时,原级数 


收敛 • 


4< p < i 时，由 


sin 宁 
_ 


,2 


cos 


rm 




2^ p ~ 2 n p ' 


而 发散， s 


cos 专 oo sin 2 〒 

-^ r - 收敛，知 E 发散, 


于是有+ < P <1 时，原级数条件收敛. 


sin 


nn 


当 P > 1时，由-^ = 0( 古),知原级数绝对收敛. 

n p + sin 

4 


当 P <0 时，原级数显然发散. 


当0<户<4时，由 


sin 


抓 nn !_ mz 


• 7 ri 1 U 

sin z — 1 — cos 了 


cos 


nn 






2 n 


2 n 2 n 9 


sin 


2 nz 


知 : S - TT - 发散，与 2677 同样讨论有0 < p < I 时,原级数 
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发散. 


【 2683 】 

解由(一 irgy ^=(—1) 




+ 1 


(- i )-( i + o ( 士 ))• + 


(- 1 ) 

1 % 




又 S 收敛，1： 条件收敛，有原级数条件收敛. 

n=] M 1 十 100 n-1 Vn 

126841 2(-1)^ .^； 


解 


(n + l) ]0 ° 

v 2 扦 1 

把~^~ 




去 <1 


V 收敛，于是原级数绝对 收敛. 


【2685】2 
解 由 lim 奴= lime” 




知该级数的通项不趋于零，于是原级数发散. 


sin 


mz 


【2686】 

解因为 


lim z — = 0 ， 
ln/i 


89 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


且旧单调下降 • 

又 


COS 


24 


cos 


( w+ i)i2 


2sin 聂 




sin 


丌 


于是由狄利克雷判别法知该级数收敛. 
又 


• W7T 

Sin l 2 > 

\nn 


n 2 扭 
12 

\nn 

rm 


COS 


2 Inn 


niz 


cos 


rtn 


2 \nn 2 Inn 


而 § 忐发散 ， I ^ 收敛，故级数 g 


发散，从而原 
\nn 


级数仅为条件收敛. 

【2687 】 S (-:广 


解令 = {n 丨 [7 w ] = s} 9 s 
于是戊中元素满足 

5 2 ^ H < (5+ I ) 2 ， 

从而中的元素个数为 2..+ 1, 


1,2,…， 


令 


S 则原级数按相邻同号项加括号后的级数为 


艺(-1)%，下面考虑 U } 的单调性， 


§ ( s 2 + Fy ~ 2 (( 5 + 1)2 + /) ， 


叫1 




« s - hi ) 2 + iy 
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§2. 交错级数收败性的判别法〔笔五章级数 


[(5 + 1) 2 +25+1? [(5+1) 2 +25 + 2? 

_ 十 (( s + i ) 2 + iy -( s z +iy 

— 合 ((s + iy + iy ( s 2 +/y 

_1_1_ 

[(5+1) 2 +25+1? [G+l) 2 +25 + 2 ?， 

现令 / Cr ) =/(广〉1),设工>7>0，有 

〆— y = ^i u _ y)>ry r-i (j ._ y) ^ e (yfjr) 

于是，令 r = 2 p f jr — V (5+ l ) 2 +Uy = Vs 2 + l 9 
当/ > > " I ■时有 

((5 + l) 2 +/) /, -(5 2 +/)^ 


故 



(Z(5 + 1) 2 +/) 2 夕 一 (vV+/)0 


» (Vs 2 +n 2 ^ l {V(s+iy+i-Vs 2 + i) 

25 + 1 




2p( //+/ 产】 
2ps 2 ^ l (2s + l) 

2 v / TTiT+T 


y(5+i) 2 +/ + /7+7 

(0</<25 )， 


Vs — Vrfl 

> p$ 2t ^ l (2s + l) 2 _2 

^(, 2 +45+ l ) 2 ^ (5 z +4, + 2)^ 

〉 2 s 2 ^'( s ? +s + ^) 2p _ 

〆 (5 2 + 45+l) 2 ^ 

2p>Mim 以 +4 出 ) 羊 =1 ， 

一 / 广十 2 +5 + 士） 


(5 2 + 45+ 1)^ 

叶+0 


知当 s 充分大时，认一〉0,于是存在5。，当5>知时，从是单调 
下降的叙列，又当 n 6 B , ，/> > 0时有 

1 ^1^1 
(5 + 1)^^?^’ 
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于是 


2 出 


(5+1) 2 户 


从而当/> >去时， R 单调下降且趋于0,由此知级数 


(*)2(— uv ， 

S— 1 

收敛,显然当 j < P < 1 时，级数 （*) 为条件收敛，当 P > 1 


时，级数 （*) 为绝对收敛，当时级数 （*) 通项不趋于零, 
级数 （ o 发散 • 


设原级数 ; S 


(― i )_ 


的前 A / 项和为 




M 


( O 级数的前 M 项和为〜= l ；— 1 ) 丸，则任意一个部分 

5=1 

和 S . v 均包含在某相邻两个部分和和〃之间，即 

I S N —OM 1^1 (JMn —Gm\j 

因为■时， （*) 级数收敛，记 



则 limS N = 

N^oc 

所以原级数收敛.于 是当+ < X 1时，原级数条件收敛. 
当/>>1时，原级数绝对收敛. 

当/时，原级数发散. 



【 2688 】 


V (― 1)[晌 



解令 

92 — 
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. 交错级数收敛性的判别法 



A k = {n\ [lnw] = 々}，々 =1 ， 2，.“, 
于是 k ^.\ nn < Ck -{- l ^ 

即 ^ 72 < e • e* , 

将 A, 中的元素按从小到大排列，记作 

rik jn k + 1 ，…，心 +/>* — !. 


其中 

pk -- 

= [(e— l)e^], 


现令 

Uk = 

▽ (-l) [InwJ 

= (-i)^S 



»eA t 71 

K —1 

n^A k 

其中 

Vk = 


1 

n k -\~L 


^§^7 = r ?? = ^ [<e - 1)ei] 




(e-l)e A e — 1 


- e A 2 2e ’ 

我们可以证明原级数发散，用反证法 

设原级数收敛，则对任意 e > 0 ， 存在 iV。 ， 当 n > N。 时， 

1 

任意/> 6 IN 有 

I dn + a n \ \ H - \-Un^p |<e ， 

取 e = 0,有相应的 iV( 与^ 1 有关）， 

对 n > N 中的7?选一数…，使 w 6 即 

w < e • e 、 

又取自然数 p = pk 一 1，则有 

I %+〜+1 + …丨< € , ① 

但 I a nh -\- a„ k ^i H - \- a n ^ p -i \ 


=\ u k \ = 

矛盾，故原级数发散. 


〜 e — 1 


2 e > e 


② 


[2689] 2 (-1 广 1 


5…（2”一1) ]户 
• 6."(2 n ) _ 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


解记 


(- 1 ) 


n^l 


/ I • 3 • 5 
V 2 • 4 • 


5… （2” 


-1 )V 
I ”）） ， 


当/><0时，显然 | 〜|>1，原级数发散. 


当0</><2时，令 a 


1)『 J C „， 其中 


-• = (% 


••(2”一1) 
4… （2 w ) 


广 


因为 1 >( i ^ r ， 知 

b„ > (2(^ + 1)) bn ~ bnU = 1，2,…)， 


且 




in 


于是由莱布尼兹判别法知原级数收敛，又由2598题知当0 < /> < 
2时，原级数条件收 敛;/ >> 2时，原级数绝对收敛. 


126901 S 


sinn • sinn 4 


解 


又 


因为单调下降，且 
lim 丄 = 0 ， 

n 

I N 

^jsinw • sinn 2 

n=l 

N 1 

=-y(cosn(n — 1) — cosnCn + D) 


=Iy(1-cosN(N+1) <1 
于是由狄利克雷检验法知该级数收敛. 
【 2691 】 y] sinn 2 ； 

if=l 

提示:证明 limsirm 2 # 0. 

证反证法 • 
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. 交错级数收敛性的判别法 


第五章 


设 limsinw 2 = 0 ， 

n-^o 

于是 sin 2 U 2 ) — 0 ， 

从而 cos 2 ( w 2 ) -^ l(w-^oo), 

又 sin(w + l) 2 

= sirm 2 cos( 2w + 1) + cosw 2 sin( 2” + 1 ) ， 

于是 cos 2 (w 2 )sin 2 (2n +1) 

=(sin(w + l) 2 — siiw 2 cos(2w + l)) 2 , 

由 sin(w+1) 2 — ► 0, cos 2 (n 2 ) —► 1, 

有 sin 2 (2n +1)-^0, 

于是 sin(2ri +1) — 0 ， 

同理有 sin(2n— 1) -► 0, 

又 sin( 272 + 1) + sin( 2n — \) = 2sin2r7ccxsl ， 

^ sin2n 0 (w—^oo), 

由此有 limsinri = 0, 

ir^oo 

从而 sin 2 n 0 9 

及 cos 2 n ， l ， 

又 sin( m + 1) = sinwcosl + coswsinl ， 

当 ”- ► oo 时 

limcos 2 nsin z l = sin 2 1^0, 

lim(sin(w + 1) — sinrzcosl) 2 =0 ， 

矛盾，故 sirm 2 、0， 

所以原级数发散 . 

【2692】令 

n/ X = aoX p +a x x p ~ x H - \-a 0 

b 0 x q -hbix^ 1 + … + ft 9 

为有理函数，其中 a 。 #0 ， 6o #0, 当时， 

I 60X 9 +6ix^ 1 + … + 丨 〉 0 

00 

研究级数 I ：( 一 l)W(n) 的绝对收敛和条件收敛性 . 

»=”0 





吉米多维奇数学分析习题全解(四) _ 

解当 9 _ P>1 时，有 

I R( ) | = + a\ n~ ] H - \-a v n p 

72 p +6 i « <7_p_1 + …一夕 

I CiQ I 

〜 16。 I 

CO oo 

又 z + 收敛，于是 n(- l)f ㈤绝对 收敛. 

" =n o 71 n ^ n a 

oo 

当？ < P + 1 时， I； I R(n) I 发散 ； 当 p g 时， 

»=” 0 

(-1)”R(”）〜（一1)” 收敛，于是当 + l 时， 


2(-D^(n) 条件收敛. 

当夕时，显然通项 KOO 不趋于 0 ,于是级数 f (一 

n^n 0 

irR(n) 发散. 

研究下列级数的收敛性 (2693 〜 2696). 


【2693】 --^丰丄一丄+丄_丄+ … 

L J V 2 9 3 P 4 9 ^5 P ⑺十 • 

解当/ > > 1， g > 1， 级数绝对收敛， 

当0 < p = g < 1时，级数条件收敛， 

当內 < 0时，通项不趋于零,故级数发散. 

126943 1 十 十 …. 


解^>1，级数2 (—交换项数重排即可得原级数， 
故原级数绝对收敛. 

当0 < /> < 1,对原级相邻三项加括号组数新级数 



Uk-3y 


+ {\k-\y 


(2ky 
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. 交错级数收敛性的判别法 



其通项 (4々_3 P + (4 卜1，— mv 

=叫“) 〆㈣ “)厂‘ 

= ( 4^( 1 + ^ + 1 + ^ + 0 (^)) _ ( 2 ^ 

= ▲(*- ① 

因为①式第—项^组成级数发散，而 ^TT 

组成的级数收敛 .0(+) 组成的级数也收敛，故 （* ) 级数发散， 

从而原级数当0 < /> < 1时 发散. 

当 P =1时,①式为 ^1+0( 故 （*) 级数收敛,而原级 

数的部分和必在 （*) 级数某相邻两个部分和之间，故原级数也收 
敛，显然不是绝对收敛. 

当户 < 0时，原级数通项不趋于零，发散. 

126953 1+ 去一 士 +善+姜一会 + 泰+!^—春+… • 


解与上题类似，原级数与级数具有相同的敛散性， 


其中 


(An-3) p Un-l) p (2n-l) p 


UnV 


( 2 + f +0 ( 善 )) 一 ^^ 


~h) 


p 


当 p > 1 时，原级数显然绝对收敛， 

当0 < /> < 1时，由①式第一项组成的级数发散，而由①式 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


第二项及第三项各组成的级数皆收敛,于是原级数当0 < /) < 1 

时发散，当/> = 1时，①式为 oO ) ，收敛，从而原级数收敛，显 

然为条件收敛. 

当/><0时，原级数发散. 

【2696】 1 一条+善+告一吾+春 + 善一吾 


解令 S = min 〉1， 


1+ # + 佘 +衾+ # + 佘 + 弄+ # + 佘 + ••• 


① 


的前 N 项部分和 S fV ， 有 


K k ^\ K 


< 


于是 { S N } 单调上升具且有界，从而当/ >> l ， g > l 时，原级数绝对 
收敛，当0 < /> = 9 < 1时,级数①发散，现考虑级数 




② 


其中 


(3ky m+ \y (3k + 2y 


( 3^[ 1_ ( 1 + i ) 1 




^iD 


(從）广 




+ 〜 U ^ ti + 0 ( F )) 


(3^ + M+n^ +0 (^) 

(3^ rr + o (^), 


于是收敛，与 2694 类似，原级数与级数②有相同的敛散性， 



:.交错级数收敛性的判别法 莞五簦 


于是原级数当0 < /> = 9 < 1时条件收敛. 
当时，原级数发散. 

【2697】证明级数 

(l) S iar + 亨 + 〒 + …； 


(2) cosx + 


cos2x , cos3x 


在 (0， tu ) 区间非绝对收敛. 
证 （1) 因为 

sinnr 、 sin 2 ur 


1 — cos2nr 

Yn 


J_ cos2nr 

2 7? 2rt 


又=0, ㈤ 单调下降，; ^ co S 2« r 有界，于是由狄利克雷判 
別法知 收敛; 而发散，因而^发散，原 


cos2nr 

2n 


级数显然在 (0,7 t ) 内收敛，于是原级数仅为条件收敛. 
⑵由 


COSTLC 


1 , cos2nr 
2n 


于是据①有原级数在 (0,7 T ) 内仅为条件收敛. 
【2698】对于级数 


S 


cosnr 


S 


(0 < j: <c ^ ). 


对于所有参数(坤）的总和 确定: 

(1) 绝对收敛域； 

(2) 非绝对收敛域. 

解由 


cosnr 


< 


1 sinn 


< 


n p 


(0< X <7 T ) 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) _ 

知当1时，这两个级数对任意 x e (0,7 t ) 皆绝对收敛. 
当0</><1时，据 { + } 单调下降趋于零，及 


cosnx ， y%innr(0 < :r < 7r ) ， 


皆有界(任意 M 6 N ) 知这两级数均收敛，又 

cos2rzr 


cosnr 


〉 cos 似 


2n p 


+ 


;innr 

n p 




sin 


2n p 


2n p 

cos2yir 

2n p 


^ 1 cosyir 1 ^ I sinnr 


当 o < p < i 时均发散，于是任意 o：e ( o ,7 t )， 当 o 〈户 < 1 时，两 
级数条件收敛. 

当/)<0时，两级数显然发散，综上所述,绝对收敛域为 ( hx ) 

e (i,oo) x (o,tc), 条件收敛域为 (/> ，： r) e ( o , i]x ( 0 ，兀>. 
【2698. 1】 研究级数的收 敛性： 


⑴ S ¥“ 2 ) s s 4 ^; ⑶ S。. 

解 （1) 因为单调下降趋近于 l ( n >3), 


单调下降趋近于0 (〃> D ， 


于是 ( n >3) 9 

jii72 n 

故该级数条件收敛. 

(2) 因为 


sm 


(,+ ^)= sin«cos-i + cosnsin-i. 
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. 交错 级数收敛性的 麴别法 

而 |j sin/C 和 |j cosK 皆有界 （ V M 6 /N ) ; ^ } 单调下降趋于 

零，于是由狄利克雷判别法知_ ^，S ^皆收敛. 

又 {cos 士}单调上升且有界， {sin 士 j 单调下降&有界，由阿 

贝尔判别法知 S & S fg S S 4 皆收氣 
故原级数收敛.又 



21nln/2 


而 S 忐饊 ， S ㈣ ，故 S | 纖，所 

以原级数为条件收敛. 

⑶因为 In -^ ld 〉 土， 

備们有 发散.又 

sinn^ = sing _ L^_ 

n + lOsinr? n ^ _|_ lOsinw 




因为 f ] A 皆收敛;故原级数收敛且为条件 

n=10 71 n=10 n w=10 71 

收敛 • 

【2699】对于级数 


吉米多维奇数学分析习题全解(四） 


S(—1) 


(1 + />)(2 + 夕 ）… （w + 々） 


n= 


确定. • 

(1) 绝对收 敛域； 

(2) 条件收敛域. 

解令 

_ (1 + />)(2 + />)… （n + />) 


a n 


由 




= L 


n + \ 


+ 1 + 




n + l\ 


/ 


( 1_ n + f +/>)( 1+ n ) 




P(P + 1) 
n 2 


+ 0 (^)) 


( 1+ f + 气⑸) 


1+7+ a ”, 


* 


其中 A” = (jg(g-D-pQ+p(p+D)^+o(^) 


据高斯判别法知，当 9 > 夕 + 1 时 ,f A 收敛,于是原级数绝对收 
敛，显然当 P 为负整数时，级数各项为零，收敛. 

当 g < />+1时，发散，原级数不绝对 收敛. 

当夕<9</^+10^，由（*)式知当《足够大时‘>^ 1 ，即 
存在 n 0 > 0,当 n >〜时，{<2„ }单调下降，现记 g = p + e^e > 0. 
于是有 


_ (1 + />)(2 + />)… G + /0 

n \ n ^ ， 

% 

从而有 \na„ = 客 ln(l )— (/? + e)lnn 
—102 — 



2 f + (/ >+c)lnw 

▲ = l 4 = 1 

plnn + /r + B + 0( j— p\nn — elrm 
pr 0^~ j — elnw — oo (w 


00 )， 


其中为 常数. 于是 lima ,, = 0. 据莱布尼兹判别法知 




乏; (一 1产 〜收敛 ，故当/> < g < /> + 1时,原级数条件收敛. 

II— 1 

当 <7 = />时， 

\na„ = pr+ 6+0( 士)一 pr B in -► 00 ), 

于是 lima, = 关 0 ， 原级数 发散. 




当夕时，由 （*) 式知当 ^ 足够大时有〜< aiH1 . 于是通项 
也不趋向于零，故原级数发散. 

综上所述，原级数的绝对收敛域为 q > P + U 条件收敛域为/> 
【2700】研究级数的收 敛性： 



777 j 其巾广 )= m(m - 1) …:爪 - n 


+ 1 ) 


解令 


(:)， 


a ” — 

72+1 

^71+1 

m — n 


L =1 + ^± i + o ( i ), 


由高斯判别法知 ：当 m + l > l ， 即 m >0 时，级数绝对收敛. 
当 m < 0时，级数不绝对收敛.当 m = 0时，级数的每一项皆 

为0 , 收敛. 当一1<切<0时，存在;2。，当 M > ⑽级数2(爪)为 

n=n 0 72 

交错级数，由 一 l < m <0 有<1，于是有 | A + 1 |< 

n 十 1 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


1^丨，即 {I A 1} 是单调减少的.又 


In k | 


m(m — lV“（m — n - 1) 


ln | d )( D ." (1 _， 

X 1 -呼^)， 


因为 lim 


HD 


771 + 1 


而于是有 


gln(i- 


m +1 
k 


从而有 U , |=0, 由莱布尼兹判别法知原级数收敛,即当一 1 

< m <0 吋，原级数仅为条件收敛. 

当 m 1时，级数通项不趋于零，发散. 

综上所述 , m > 0时，级数绝对收敛， - l < m < 0时，级数条 
件收敛. 

【2701】若级数收敛，且= 1,则能否确认级数 


也是收敛的？ 

” 研究例题：， 

. V (-1)” 


及 


!；[〒+ 


解 ^定，如2 ^麟(，坌[¥ + 士]发散，但 

、 w=i vti if=i Vn 」 

(-1)", 1 
— F - 1 - 

y ^ .. 71 , 

lim - ■ ■ 


(―1广 
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但如果为收敛的正项级数，且= 1，则可断定; 


也收敛. 


【2702】设^〜为非绝对收敛级数，且 




di l + “i 


成 =S 


Cli \—Ui 


证明 ：limp 

ir^oo 


证由题意;为条件收敛.事实上，若发散，则不定有 


lim 笋 

^°° r n 


如 A = 1，则 lim 




0.故 t：a„ 为条件收敛. 


1- 


Nn 

Pn 


2 I a « i ~ 2 a « 

_ i«=i 

2 I a i 1+ 2 a »- 


1 + 


2 a , 

1=1 

t \ a , 

1 = 1 

Sa , 

y^l 

±U 


及 Da, 收敛， 2 I I =+oo, 有 


1 — lim 


iim 笋 


1 + lim 


w% 

?=i 

±u 

1=1 _ 

Ft 

i=i 

±u 
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【 2703 】证 明 : 对 于每个 /> 0, 级数 


n= 


(- 1 ) 

n p 


的和介于 


与 1 之间 . 
证由 


& =(卜 X 辜 —★)+ … +( 


b ) 


2 fi f' \3 P \ p ) ' * \(2n~\y (2nV 

中每一括号内的数皆为正数知彳 S 2f J 是单调上升序列，又 


S 2w 


(姜一秦)一 (☆一 *)——• 


— (~(2n-2) p ~ (2n-]) 3 )~ (^y <l 
BP{S 2 J 有界，所以 lim 心 存在且 limb < 1. 




由莱布尼兹知 


(一 1 严 
n p 


(p>0) 收敛，故 




一 1 )出 


limS 2 ” < 1 ， 


又由 

Sh : 

= 1 ~ 2 ^ + S 2n , 

其中 

Szn = 

" §((2^-1)^ 


(2^) 


n 


2 


p 


k Ti ( 2 卜 i + 汍)紂丨， 

这里 0 < 久 < 1 ( 由拉格朗中值定理及得上式 ). 
由 />>0 有 

1 、 1 


(2々一1+ 久产 ^ ~( 2 k )^ 1 


(k = 2,3 ,…） 


于是 s 2m > 2 


id (2 是产】 


= 2^2 
>赤 ( J ; 身+古） 


W 1 
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进一步，任意 e >0, 存在 N 。， 当 / V 彡 N 。 时，有 | o ^)|< e •从 
而有 


S 2n 


1 - 万 + 孓 




又由2-+^ = ^1>|^ = 1, 


有 

2 fi + ^>2, 

于是有 

i ,1^2 

即 

2 + 2 2 汁 1 > 2， 

于是 

1 1,1^1 

1 2，+2 ㈣ 〉2, 

从而 

S 2n > 4- — € » 


故§辛，^卜 

由 e 的任意性，有 


[2703. 11 若 


(-1 产 1 


<1 


n=l Vn +1 n=\ y/n 

解 （1) 由莱布尼茨判别法可知原级数收敛，且 


^ 4-1 


yi sinw° 

n=l y/n 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


• 因此要使|5-5„ |<10- 6 ，只需72 > 10 6 即少部分和应该取级 
数的多少项可使所得到的和精确度到^ =1(T 6 ? 

【2704】证 明:若 将级数 


的各项重新排列,使依次/>个正项的一组与依次9个负项的 


一组相交替，则新级数的和将是 ln2 + |ln^. 


证我们要证明 




+…+ 


2/>-1 




+ ^1 + “. + ^=1 _ 函 + •” 

= ln2 + jin 立， 

2 q 

我们知道 H „ = 1 + + + + + …+士 = lnn + C+e”， 

其中 C 为欧拉常数， lime w = 0,于是有 

»•• + 忐 = + Hm 

=+1削+ jc++ e „， 

1 + + + …+ ^3 = - +H* 


in2 


+ ++€ 2 * — ye * 


考虑级数①的前 2n 项的和 


Sin = 1+ y + - 


2 p-l 


_1 I 1 I_1 

习卞… 2 ( n - l)q 


① 


2 in - l)p + l 


+ … 


2 rtp — 1 
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. 交错级数收敢性的判别法 



{n2 + J [ n 2 U - l ) q +a " 

ln2 + l ln | +fl ^ 


其中 lima „ = linu /, 


S 2 n + 爲， lim/i 


故 


limS2n — limS ； 




命题得证. 

【2705】证明 :若调 和级数 

1+ i + i + i + -* 

各项的次序不重新排列而是改变符号，使得/>个正项后面紧跟着 
q 个负项 (/> 关 g ) ,则此级数仍然是发 散的. 只是在 p = g 时是收 
敛的 • 

证若/> # q ， 不妨设 P > g ， 令 


(p + q)k + l 


(,p J tq)k + p 


(p^q)k + p-\-l 


(/> + g ) 是 + /> + g ’ 


易知 




但 i 发散，于是发散，故按题中规则得来的 

4=0 I ' 1 *=0 

级数发散. 

若/> = <?，令 ， 


kp + l + kpT2~^ 


kp + p 9 


0，1， …. 


显然乂 >& H >0, 且 

lim 6* = 0， 
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4 

OC 

于是由莱布尼兹判别法有2 (— 收敛，即所得级数，当 p = q 

是=0 

时收敛. 

§3. 级数的运算 
级数的和与乘积 定义： 

OO OC OC 

( 1 ) 2 a w ± = ^(ci n ±b„)i 

n=\ n~\ i»=I 

^ oc, 

(2) ^ a n ^ b „ = 

w ™ 1 n =\ n ^\ 

其中 G = a x b n + a } b ir - { 十…+以“ 

若两个级数和5]乂是收敛的,则等式 (1) 具有非形式 

的意义，而等式(^)在两个级数收敛且至少有一个是绝对收敛时 
也具有非形式意义. 

【2706】 若两个级数中:（1) 一个级数收敛，而另一个 发散； 
(2) 两个级数都是发散的.问两个级数的和是什么？ 

解 （1) 一 定发散，设收敛，;发散， 

n - 丨 n=l 

oo 

设 G = 乂，则发散 

n—i 

反证法，若收敛，于是 = r „- a „ 有收敛，矛盾. 

(2) 可能收 ^ ，也可能 发散. ^ 

i ) 设⑷,= (~2)\ b n = (-2)^, 

则及 ix 均发散，但 

n=l w=l 

c n = a n + b n = 0. 

于是收敛. 

lf=l 
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§ 3 .级数的运算 I 第五章级数 


ii ) 设 


Tn 


则 


c a = a n + b „ = — , 

yjn 


显然乏皆发散. 


n= 


【2707】求两个级数 的和: 


vS rj_ , (— i) w i. vS l I (~ l) 

☆ Lf 十 — 


解由|^+弓>§(士 


(- 1严 
n 3 


)mm 


原级数 =!；[*+— +占+ (-1严 


U (告+^0 = 音¥秦 


1-4 


求下列级数的和 (2708 〜 2710). 

' ( 一 1)”1 


【2708】2 


■ 2 ” 


3” 


解原级数 


2 -7^ + ( _ 1) 


1- 士 


-H) 


【2709】2 


COS 


27171 


n= 


2 n 


解易知该级数绝对收敛，现将 n = 0, l ,2,〜 分为三类 

Ai = {” | ” = 3k^k = 0 ， 1 ， 2 山}， 
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A 2 = {/2 | n = 3々 + 1 ，是 = 0 ， 1 ， 2 山 } , 
A 3 = {n \ n = 3k-\-2 9 k = 0 ， 1,2 山}， 


则 


2 


cos 


2mz 


r =0 




l n 


COS 


2 mr 


2 mr 


2«7 C 


2 ” 


COS COS 0 

+ s^+s 3 


r6A2 


2 n 


2 k 


1 CC 

2 两 + 2 o3i+i 

k^O ^ k=0 乙 


+ S 


cos 


兀 +号) 


=0 


2鉍》 2 


=(l+{cOS^ + |cOs(7C + f))2(^)" 



于是我们有 


原级数的和 


2 


n=( 


COS 


2mz 


2 n 



127101 |>W;y [ 甲 ] dxy !<1). 

解 将二 =0，1，2, …分为二类 

A x = {n \ n = 2 kjk = 0，1，2，}， 

A 2 = {n \ n = 2 k + \yk = 0,1,2,}, 


于是 [宁] 


1 。 2> 叫宁 ]+2> 叫 [ 中 ] 

oc 00 

= g^v + g^v^, 

因为 I xy |<1，故原级数收敛，且其和为 
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. 级数的运算 P 五章 


2$]3^]= 


(1+^2(^)* = ^； 

*=o 1 


【2711】 证明: 




证法 一:令 


dn = 


(- 1 )” 


由 lim 色丑 =lim ■■ ,- 1 = 0, 

ir^oo d n rr-^oo 71 ^ i 


lim ^ 

^oo t) n 


1^^TT = 0 


oo 


知 ^ A , l : 乂皆绝对收敛.于是 

n=0 n=0 

OO DO OO OO OO 

Da • = S c « = co + 2 c ” = i + 2 r , 


ii=0 


Cn = § a ' 6 - = S[A-fe^yi] 


其中 




1 产 


n ! 


- 0 ! 


= 4(1-1)” =0,(77= 1,2, …）， 


CC CO 

于是 


11=0 


证法 二：由 f 


(- 1 ) 


oo 

25 知 

n=0 71 • 


i + 2 c ” 
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n=0 91 ^ w =0 


-iy 


e • e 


n \ 


【2712】 证明: 


( S ^) 2 = 2 (w + 1 ^ 1 (1 9 1 < i ). 


w = 0 


/t=0 


证由 U l < 1 知绝对收敛，于是 


0 


( 2>) 2 = S 〜 


n=0 


其中 


“ 

2^ • ^ = g a (w + l) 


(” = 0，1，2, …）， 


( 2^) 2 = 2 (”+ w ’. 


w-0 


n~0 


【2713】证 明：收 敛级数 ^ 


(- 1 ) 


rth\ 




的平方是发散级数. 


c^> 

证反证法.设 






f 收敛，其积记为 2 c 


OC 

(2 


(一1)卄 1 


2 


其中 


(-1) 卄 1 




(S 


(-D 


(-1) 纤 1 

4 k 


-1) 『奸 2 

〜一々十1 


(-D 


於1 




(- 1 ) 


FT 卜】 


(士 


■ — H - — + 

Jn y /2 • y/n — 1 


yfk • V n — k + 1 


+ … 


十点) 


Hn-k + \) = n 2 - nk - hk 2 ~k 


卜—音 ) 2 + 


3 k 2 - Ak 


>0 (是>2), 


114 




又当 6 = 1 时 

1 • (w — 1 + 1) = n^.n 2 , 

因此 —— 1 == >1^ = 1,2,-% 

Jk Vn - k +\ n 


于是有发散，矛盾.因此，级数 


(- 1 )^ 

4 n 


发散. 


[27141 证明: 两个收敛级数 


S 


(- 1 ) 


及 


E 


(- ir ~ 


(^> 0 ). 


的乘积在 a +#> 1时是收敛级数，而在 a + i 3< 1时是发散 


级数 • 


证设 

oo 

2 




2>” ， (a>0 ， i?>0) 


由乘积定义 


十 " 一1) 卜】 (-1广 \ 

i a m (, n - i +\ y ) 


(-1 广 1 2 ^ 






(H 


其中 




+ 1)沒 


in = 1，2,…） 


i ) 当卢<1时，由 


d w ^ 




(7/ — 2 + 1)卢 


(1) 


S 




(i) 


1 [ n dr 

^4^ 


以 1 -忐 K 气 


有 d , 


(当” 


—► CO 


时），因此为发散级数. 


/!= 
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ii ) 当《+/?>1 时，有 
山 = 2] ^7— =7 




i a {n-i + \y 


而 


= y _ I _+ y _ I _ 

】》。(” — + 1 ) 〆 冶，-出， 

S Fu^i+Ty ^ A ★ 

1 </<T IT + 1 ) 1<f< f 


< 由 _) 


0(n^)+0(rT^ 男 =0(0)+0(72 


<邮 ） 


类似地 S 


4<|<， 


i a (n-i-\-l)^ 


<0(w— °)+0(” 卜 (㈣ ） 


由 a >0^>0, l -( a +^) <0, 

有 d ,< 0 (f ) + O ( n ^) +0(^°^) — 0( 当 n 


记 S ： 


(- 1 ) 

rf 


,2 


- 1 ) 


n—\ 




的部分和分别为 A ,， 氏， S rt . 于是 

A _ ^ (— I )— 1 „ 


A , = S ^^ = S 


(-1 广 1 

~ ir ~ 


i = l 务 =1 l<r^i 1 J 

«+7=H-l 

令 f \„ = A n B n — S n , 


则 


An 


(2^F)(S 


(-D 


)-s” 



• 级数的 运算 


为估计上述各项，列乘法表如下 




HT ' 

wa 


(- 1 ) 

了 


¥ 


If 


■■ 


A n B n 表示上表正方形各交点上乘积的全部和. 

S n 是乘法表对角线右上角各交点上乘积项的总和，于是八， 
= A n B n - S n 是乘法表对角线的右下部分各交点处乘积项(打 X 
号处的乘积项）的总和，从而有 


八” 


(- I ) h 「（一 1) , (一 1) 


f + f 十… 


(— 1 )( 

rf 


鵠降呼+…+1 


(JT-1) 


-i)r(-i) 


■ (一1: 
.rf 


(-ir 


13( 去-去 


士17(辜_去+ 


(-D 




会(如)]， 


进一步 I A , I 




(-1) 


71^ 


(72 


士 


Tf 
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〈丄. 丄 -) - i ——•丄 H - h 丄•丄 

2 a ^ U-\y 3 。才 2 在 7f 


< S 秦 < 2 点 

Hv=iH-2 

由 d „ — 0(71 — OO ) 有 A n y 0, 故 


df! i • 


V\mS 9l = Y\m(A n B n — A ； r) 






Y\mA n limB, 

« ir ^ 乂 


故收敛. 


n—1 


综上所述，当《+月> 1 时，级数^ ( ~V (a > 0) 

*.-r1 Tl 


s 


ir~l 


(( i > 0 )^ c u 皆为收敛. 


(- 1 ) 


127151 验证两个发散级数 


卜 §( 音 )” 及 i+s ( 音广 ( 2 "+ 去 ) 


的乘积是绝对收敛级数. 
证令 




其中 




W 3 


-( 音) 2 , …， 


=— 


(音) 


(m = 2 , 3 ,…）， 


又令 i + 2( 音）( 2，, + 2^)= 2^ 


其中 


= 1， 巧 = 2 + ^2 ,^3 


( 22 + 辜)， 


V m 


(音广 •( 


h ) 


(m = 2 , 3 ，“.）, 


于是 q 


U\Vi 


1,按乘积定义 
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绝对收敛. 

§4. 函数项级数 

1. 收敛域 使函数级数 

U\ {x) -hu 2 (x) + … + m” (: r) + … ① 

收敛的那些数值 I 的总体 X 被称为这个级数的收敛域，而函数 

n 

SCr ) = lim 2^( x)(xe X ) 称为级数的和 • 

2. —致收敛 

对于函数序列力 U ) ，/ 2 (« r ) ， …，若 
(1) 存在极限函数 

fix) = (x 6 X) ? 


其中 


U\V n +u 2 ^l + ^ +U n V\ 

(ir( r，+ 7) + (-T)(Tr*( r2+ p) 

+•••+[-( 音 n .( 2 + M -( 音广] 


( 音） [(2^-2- 2 
f (^~2^ - 


—…一 2 — 1) 


• •• 


i). 


⑷卜安)+ 


2 M - 1 \, 1 "2 
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(2) 对于任何数 e >0,存在 N = N ( e ) ，使得当 / z > N 和 : r 6 
X 时， |/ Cr )—/„ Cr ) |< e 成立，则称该函数序列在 X 集上一致 
收敛.在这种情况下 写成: 九(1)=：/^). 

若函数级数①部分和序列 

n 

S n ( x ) = 2 W »( X ) (w = 1，2,…）， 

i=i 

在 X 集上能一致收敛，则函数级数①在这个集上被称为一致 
收敛. 

3. 柯西准则对于级数①在 X 集上的一致收敛的充分必要 
条件是对于每一个 e > 0存在数 N = N ( e ) ,使得当 rz > N 及/> > 

0时，对于所有的: X ,以下不等式 成立： 

# 

I S …( 工 ) -S“:r) | = | 5^ Ui(x) <e. 

i^nfl 

4. 维尔斯特拉斯判别法若存在收敛的数项级数 

C] + c 2 + …+ C •” + …， ② 

使得当 X 6 X 时， 

I u n { x ) c n (n = 1，2, …). 

则级数①在 X 集上绝对一致收敛. 

5. 阿贝尔判别法若 

oc 

(1) 级数在 X 集上一致 收敛； 

ft=\ 

(2) 函数 6„( o:)(m = 1，2,…）全体是有界的且对每一个 o : 形 
成单调序列，则级数 

oo 

^a n (x)bn(x) , ③ 

在 X 集上^致收敛. 

6. 狄利克雷判别法若 

co 

a ) 2]〜(工）的部分和全体有界； 

n—l 
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(2) 序列 6,,( x)( W = l ，2 …） 对每一个 o : 都是单调的，且当 7 i 
— OC 时在 X 上一致地趋于零， 

则级数③在 X 集上一致收敛. 

7. 函数项级数的性质 

(1) 以连续函数为项的一致收敛级数的和是连续函数. 

Jl 、 若函数项级数①在每一个[〜刃 Cl U ,6) 中一致收敛 
且存在有穷 极限： 

= A „ (n = 1，2,…）， 

则①级数儿收敛； 

«=1 

②以下等式 成立： 

oc CC 

lim { 5] w n (^)}= 2 }. 

(3) 当 a < x <6 时,若收敛级数①各项均可微分，以及导函 

cw 

数级数 IX O :) 在区间 Oz ，6) - 致收敛 ，则： 

n ^\ 

I oo oo 

石 ^jU n { x ) 当 I € ( a ，6) 时. 

(4) 若级数①各项是连续的，且这个级数在有限区间 [ a ,6] 
一 致收敛，则 

[) ^]u n (x) }dr = 2 u n (x)dx, ④ 

Ja n=l 

当 72 — oo 时，若 J R n (： r)cLr — 0. 

oo 

其中 R n (x) = u t (x). 

则一般来说公式④ ^ 真.对于积分限为无穷情况,这个最后的条 
件也是适用的. 

确 定以下函数项级数的(绝对和条件的〉收敛域 (2716 〜 2736), 
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【2716】2 4； 


in x 


解 


n±\ 

lim - 

71 


lim 


n + 1 I 

_ ■ - • 11 

n x 


于是当 十 < 1，即 ui > i 时，原级数绝对收敛. 


c - ir /1 -x 


127171 S ^ r ( iTf ) 


解 


lim 




- l )^ 1 /1- j \ 

2n + \ Vl+T/ 

(— l) w • /I — x \ 

2n 一 1 V1 + X/ 


I* Zn — 1 1 

l ^2^ n # t 


1- 

—JT 

1 —JT 

V- 

卜 I 一 

■ l+x 


有当 <1, 即 (1— 1〉 2 <(1+2) 2 或: r >0 时，级数绝对收 

# 

敛，当工= 0时，原级数为条件收敛，当1<0时,发散. 


【27 18 】 s ^( 




解 


irH 


77+1 / J \ — 

M + 2 l 2 x + l / 

lim - — 

fr-^o n ( X \ 

n + \\2x + \) 


lim 


(” + 1) 2 X 

X 

n(n + 2) 9 2x+l 一 

2x+l 5 


有当 |^I <1, 即工>一音或： T < 一 1 时，原级数绝对收敛，当 
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或 ： r =一 1 时，原级数通项不趋于零，故发散. 


【 2719 】 广 


解 


lim 


(2 m + 1)!!/ lx \ 
(2 n + 2)\\\ l + x 2 1 
(2 n - l )\\( lx 
(27i)f I (l+‘r 2 


/rM 


lim 


( 2 ^)!! 
2” + l| 


2 x 

2 x 

1+/ 一 

1+ x 2 


lx 


有当 r +? <1，即(/-1) 2 >0，级数绝对收敛.即丨1|#1 


时，级数绝对收敛. 


当 *r 


w ▼ ^ 

1时，原级数 

n^i 


餅收敛. 

(2w-l )!! 叫他 


1时，原级数2 U !!! 发散 


【 2720】 S 

MR 7 1 ^ 


解 


lim 




(n + l)3 2 ㈣ 1(1 — 

2 nn 

n • 3 2 ” … ' 

— r — x n ( l — x ) 


( l - x )^ 1 


3 2 (” + l) 、 

lim - o - ^(1 —i) 

n-^oo LTl 

4 I x(l —x) I , 


有当丢 u(i — j) i < 1 ， 即 I ： r(i -x) i < 4 时，也就是 


yi ?- 




/I7+3 


时该级数绝对收敛，在 
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上述两区间端点处，级数显然发散. 


12721] 2 


2 w sin n . 


解 


lim 


2^ ] sin 於 1 工 

(n + l) 2 
2”sin”:r 


2n 2 siar 

胜 (^TT7 


2 I siar I 


有当 2 j siar |< 1，即 I siar |<^ ■时，也就是 | x — kiz \< f(k 

= 0, 士 1, 士 2,…）时，该级数绝对收敛，当 I x - kn \=^ 时，原 

0 

级数为文4, 收敛. 综上所述，当 I 工一妊 i < f ，々 e / n 时，该级 

r»=i n D 

绝对收敛. 

【-】 

解当/> > l ， x 不为负整数，则级数绝对收敛. 

当0 < /> < 1 ， x 不为负整数，则级数条件 收敛. 

当户<0,级数发散. 

【2723】 (,>0；0< x <^)； 

n ^\ 1 I 71 

解由 

sinnr I < n p s\nnx 〈 1 
In" ^ 1 + 沪 \ 一， 

知，当 g>f + l 时，级数绝对收敛，当？ </>+ l 时，由题 2698 知 
1+沪友敢 • 

oo 

当户 < g<p + l 时，对任意 x 6 (0,7 t ),2> inAr 有界，又 


l+n q n" 


— 0 


(w 。°)， 
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于是级数收敛. 

当时,级数显然发散，综上所述，当 g > f +1时，级数 
绝对收敛，当 p < g ^ p + l 时，级数条件 收敛. 

【2724 】 f 兰伯特级 数）； 

n=l 1 X 

oo i 

解当 lx |< i 时，级数琴0-绝对收敛，又单调 
递减且有下界，于是由阿贝尔判别法知 f rf ^ 收敛，又彳 

n=l 1 x 

单调递减且有界，于是由阿贝尔判别法知;£； 收敛.而 

n=»l 1 X 



故原级数当 | x |< l 时绝对收敛. 

当 |« r 丨=1 时，级数无意义 • 

当丨 X 1时，用反证法，设;收敛. 



收敛.于是 n 也收敛(阿贝尔判别法).从而有 

(士） 



收敛,矛盾.因此 ， u i > 1 0^ t ，2 发散. 

n=l 1 X 


【2725】 


x{x + n) 
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解当丨 : r |<1 时由 
lim 7\ a n \ = lim 

故级数绝对收敛. 

当 I *r |= 1时 


x ( j : + w ) 


I ^ I 


lim I aJ = iim x"(l + — 一 e 士 1 # 0 

于是级数发散，当 | X |>1 时, A - OO , 级数发散. 


【2726 】 E 


YTj 


解 


< ui w 


知当 |: r |< l 时，级数绝对收敛，当 1 x 1=1 时, 


k |= |1+^ 

有 A >0,原级数发散 • 

当丨 x |>1 时 


3^ 

ITP 





由丨 : r |> 1=> 士 < 1知原级数绝对收敛. 


K 727 】E 

解当卜 |<1 时，由 

__ 

(l+x)(l+x 2 )-(l+x^) 

tt-^OO _ X^_ _ 

(1+1)(1+ 办 “ （ 1+ 工 ” 


=lim 

知级数绝对收敛. 
—126 — 


l + x ^ 1 


I x |<1 




当 ; r = 1 时，级数通项为+，原级数收敛. 

当 x =— 1时，级数通项无意义. 

当 | x |> l 时，因为 

_ . 0 C n _ 

(l+x)(l+x 2 )-(l+x-) 


又 


( 1 + i )( 1+ ?)-( 1+ ^) 


(士) 




( 1+ 士屮+分十+爿’ 




(g+l)w 


lim 


( 1+ 士 )( 1+ 7 h ( 1+ ^0 

(士 r 


( 1 + i )( 1 + ih ( 1 + i ) 


lim 


(因丄 <1) 


1 + 




知当丨 《r |> 1 时，原级数绝对 收敛. 

oo 

【2728】2狀1; 


解 


lim (n + l ) e — =e . 


知当 P <1, 即 j ：>0 时,级数绝对收敛.当 《r = 0 时，级数通项为 
n ，原级数发散，当 o ： < 0时，> 1,原级数发散. 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


【2729】2 


^ 1+么 


解令〜= 
当 x = 0时 


l + a 2 V 


a n =―: —— 〉-= 一 


知原级数发散. 

当0：关0,且 | a |>1 时，由 


0<a n < 






知原级数绝对收敛. 

当: r 关0,且 | a |< l 时，由 

丨❿士 •秦 = 点•如 

知原级数发散. 


【2730】 2( 2 —工）（ 2 一/)( 2 —工士）“.（ 2 —工士）， 


( x >0)； 

解令 

= (2-： r )(2-： ri )(2- i 士)… (2- j ： 士）， 

1) 当 : r = 2 时， a „= 0 (n = 1，2,…），原级数收敛 

2) 当 x 关2时，又由题设 a :>0, 知 


lim ^[x 



于是当 n 充分大后， a „ 不变号，由 





lim 



1 

n + 1 


n 

^+1 



=lnr, 




知当 工> 6 时 ，即 lar > l ， 原级数绝对收敛，当 《 r < e 时，原级数发 
散，当 x = e 时， n 充分大后 

〜 = 1 二 1 
a ” 2 —e 士 1 —(e 士 一 1) 

= l+(e 士 - l )+0 ((e 士 - I ) 2 ) 

又 e i - 1 = l + o(l), 

于是有 ^ = 1 + 7 + °(^)- 

从而由高斯判别法知原级数发散，综上所述，当 : T = 2及 X > e 时， 
原级数绝对收敛. 

【 2731 】 

n-1 71 

解 V ： r 6/ R ， 当 n 足够大时，有 7 i +: r >0, 于是我们可把该 
级数看作正项级数，又 

( n±xT 

lim - ---- = lim(l + -) n = eS 

7^00 丄 ir-^oo \ TX / 

~ n x 

知当 x > 1时，原级数绝对收敛，当 x < 1时，原级数发散. 

oo 

127321 S (x>0 ； ^>0), 

n=l X 卞 乂 

解 当 0< x < l 时，由 

fy ” = ——— < jr % 

… i+(，r 

知原级数绝对收敛. 

当0 < :^ < 1时，同理，原级数绝对收敛. 

【 2733】 S -^― (: y 彡 0); 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


解令 


X " 

+〆 


: y >0 


⑴当 I z 1<1 时，由 


<lx |% 


知原级数绝对收敛. 
(2) 当 ： r = 1 时， 

①当: y > l ， 由 


〜1 = 士<(士) 


n + y 

知原级数绝对收敛. 

②当 0<： y < l , 由 


lim 亨 = lim 二 _ = 1 , 

ir^oo ft^oo Jl -p y 


知原级数发散. 

(3) 当 x =— 1 时， 
①当: y > l ， 由 


"” |= 士<(士) ”， 


■… /i + y 1 \y> 

知原级数绝对收敛. 

②当 0<： y < l ， 由 

a n = ( - r H r (n = 1，2，.”)， 

n +y 

知原级数条件收敛. 

(4) 当 | J ： |>1 时， 

① 当: V = 0,由〜=： < 知原级数 发散. 

n 

② 当: y >0, 若 I f |<1, 即 I X |<：y 时，由 


〜丨=上< 

n + y n 


x_ n 

♦ 

y 
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知原级数绝对收敛，若 

f 卜 

且 0<：y<l 时，由 

n ^ y w + 1 

知原级数发散. 


若 f 彡1且: y>l 时，由 


1-1^1- 

X 

■ - ■ ■ 

n+y* 

y 




知原级数发散，由此知当 A >1且^>0时,原级数发散. 

y 

综上所述，我们有当 |x|<l,0<：y<+c>D， 当 M=l,；y> 
1，当 UI>1, |工|<3；时，原级数绝对收敛.当0：=—1，0<7< 
1时，原级数条件收敛. 

【 2734】 S JuK+bK; 


解 令〜 
设: y/ 0,由 


u 7 T \ JV , 


VI x |" 2 +i^|" 

= Vi^axO 」 /|fT7^) +(1 

• [max(| X \ , \ y |)]% 
lim = max( | x |, | y I )• 



max( I x I, I 


于是当 max( I x U I ：y I) < 1 时，级数绝对收敛，当 max( \ x \ 9 \ y \) 
> 1 时，级数发散•当 max( | x | , I ^ I ) = 1 时， —l(n — 00 时）， 
故级数发散. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


127351 0 0 ); 
解 （1) 当0<1<1时，由 


ln(l+x fl ) 


lim 




ln(l+x ”） 




知2 ln (1 t ' rW ) 与 S €有相同的敛 散性. 

11=1 71 n^l 71 

又^ < n ^ x\mim i < 1 知，^ 4 绝对收敛，进而 

n y 一 n 

原级数绝对收敛. 

( 2 ) 当 : r = 1 时，原级数为于是当: y > 1 时收敛，当 : y 

H =1 71 

< 1 时发散. 

(3) 当工>1时，原级数的通项为 

ln(l+T")_ lar，， ( 1 + ^) _ lnr . ln ( 1+ ^) 

n y n y m 广 1 十 n y ， 

« 】 n (l + 去) 

由 （ 1 ) 知，当 工> 1 时 ，▽7 6 伙，^]-^^绝对收敛，而对于 

n=l n 

级数 t 当: V > 2 时，收敛，当： y < 2 时发散，于是当; r > l ， 

|»=1 11 

y >2 时，原级数绝对收敛，综上所述原级数的绝对收敛域为 

{(■r ，： y) | 0<x<l,—oo<^ <-f oo} f 
{( x , y ) I x = l 9 y > 1 } 

和 {( r ，： y ) I ^ > 1 , 3 ； > 2 }. 

QC 

【2736】 2> an ”( o : + f ) ; 

解由^ 
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jijsvr ann ( x+ ^)l =|taru:i - 

知当| 1 -妓|<|(々6及）时 ， I taar |<1 有原级数绝对收敛， 

4 

当 I x-kn 时，由加”卜+ $ )- co , 原级数发散. 

【2737】证明 :若在 :r = 和在 : r = : r 2 (| a :! |<| x 2 I ) 时，罗 


朗级数 X ： 收敛，则这个级数在 | x , |<| x |<| x 2 I 时也收敛. 

«=-<» 

证 由题意皆收敛，于是 （1) 

n=-^» oo 

oo oo oo oo 

乏>&”，（2) 2(2山”，（4) 2^2^ 皆收敛 • 

n«0 n^l n=0 n*0 

由 (3) 知当 U |<| x 2 | 时，级数收敛，由 (2) 知，当 ^ < 

»=o x 

f ，即 I A |<| «r I 时，级数收敛，于是，当 | A |< 
| o :|< U 2 I 时，级数与皆收敛，即 f 

n=0 oo 

收敛 • 


【2738】确定罗朗级数 § $ yx ” 的收敛域并求出它的和. 
解把£ 分为两部分 


(1) S |^”， 

于是对于级数(1)，由 
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知，当 I ：r |< 2时，级数⑴收敛，对级数⑵由 



知，当丨1|>*|•时，级数 (2) 收敛. 

因此，当 j < I x | < 2时原级数收敛.记级数 ( 1 ) 的和为 S ⑴(: r ) ， 
级数 (2) 的和为 S (2 , Cr ). 

故 S( z )Cr) = —其 =—S") ( 士)， 

当+ <| _r j <2 时，琴皆收敛，且 

S(,, U) = 2 券 :"= S rL ^jr xn + 2 

11=1 乙 n -1 乙 乙 

= S^ + S(f)- 

2 

= | S < l ) ( x ) + ^, 

X 

備 S < 1 )( J )= 2 ^ = _^_, 


S (2) (^) 




Zx 

(2 x - l ) 2 


因此，当 f <1 x |<2 时，有原级数的和为 
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. 函数項级敝 


s ^)+ s ^)=^ fe ^ 

【2739】确定牛顿级数的(绝对的与条件的）收 敛域: 



(1)E 


w: 




其中 iW = 了(了一 — u ] 

解 （1) 由题2700知，当 ： r > 0时，级数绝对收敛，当 
一 1 < I < 0时，级数条件收敛. 

(2) 因为 

= x(x— l)***[x— (ti — 1)] 

—(― 1 )^ ! (w — 1 — x) (w — 2 — j:) • • *(2—x) (1 ~ x)x 


- Cl + x ) 


-(-1 产 W + Ob-l+Z) … 
(3 + /)(2 + r)(l + /)， 


于是原级数可写为 

oo 

- S (— D , 


(l + r)(2 + 0 … （n + f) 


由题 2699 知，当 p>^+l 时，即 p〉一i 时，原级数绝对收敛， 
当: r 6 /N 时,原级绝对收敛，当一 （ 1 + x) <户 <—x 时，原级数条 
件收敛. 

(3) 令 /=—( l+：y), 于是有 

= (-l)”（l+m2 + r) … (n + r)， 

a . _ ( ex )” y w 


令 a n 


当: r 6/只，）6伙时， 
a u =0 (n = 


，2,…）， 


于是绝对收敛，当 : y $ W 时，有 


^ n +1 


n-\-l 

71 + 1 1 

- • 一 

n — y e. 


i ( 1 + 士) 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 

于是当 | x |< l 时， 



lhn 1 

ir-^co | a^l 

从而级数;绝对收敛，当丨 X |> 1，由 

11 = 1 

Hm 

有当 n 充分大时有 I A IClc ^ 丨，从而 〜不趋 于零，故级数 

发散，当 1 x 1=1 时，有 ^ 1 

1| = 包土1•丄( 1 + 丄)” 
flrrf ! I n — y e V n / 

=[ 1 + 宁+°(》)]小-去+ 0 (》)] 

oo 

从而当: y >| 时，由高斯判别法知， ¥ 〜绝对 收敛; 当:时, 

&丨^丨发散,又丨）|<|时， 

/t=l 乙 

于是据高斯判别法知发散，当 : r = a 时,; |> n 为交错级数， 

n=\ n=l 

且 

a ^| = 1+ n + °(^)> 1 (” 充分大时)， 

于是 | 〜 | 单调下降，而 

I I = I ^ I (1 一: y)(2 — ： y ) … ( n — l — y ) ~ 

n 
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综上所述，该级数的绝对收敛域为 

M 工 1= l ，： y > 如， 


iU 9 y) | —oo<x<oo t： y ^ in}. 

该级数条件收敛域为 


{(x ，： y) I x = 1, I ^ I 〈如 • 

【27401证 明:若 狄利克雷级数与在： r = ： r 。 时收敛，则 

n=l 71 

这个级数在 X > X 0 时也收敛. 

证由 


n J n x o n rj o 

知当: T 〉； C 。 时 ( 关于 7! 单调递减且趋于零，又; g 收敛， 
于是由阿贝尔判别法知^收敛.即级数 t ¥在工 S 

n =\ n Tl 1 n 

Xo 时也收敛. 

【2741】证明 ：序列 

f„(x) (n = 1，2, …) • 

在上的一致收敛于极限函数 / Cr ) 的充要条件是 

lim { supy „( x )} = 0， 

x 6 X 

其中 h( ： r) =1 f(x)-f n (x) I. 

证充分性 • E ^ lim { supy n ( x ) } = 0知，任意 e >0, 存在 We ) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) _ 

>0,3/2> N ( e ) 时，有 

sup \ f n ( x )— f ( x )\< e 9 

于是，任意 J ： G X ,只要 rz > N ( e ) 时，有 

I /”Cr)_/Cr) |<e, 

故 {/,( x )} 在 X 上一致收敛于 / Cr ). 

必要 性:由 A ( x ) 在 X 上一致收敛到 /(: r ) 知，任意 e > 0,存 
在 N ( e ) > 0,当 W > NU) 时，任 x e X ,均有 

|/”0) — fix) I <€, 

因此，当 n > N ( e ) 时，有 S up { h (: r )} < e ，进一步， 

^ex 

lim{supy M (x)} = 0 

sex 

【 2742 】 序列 /” Cr)(n = 1，2,…） 

(1) 在区间(0：。，+^) 收敛； 

(2) 在每一个有穷区间 ( a ,6) C = Cr 。，+ m ) —致 收敛； 

(3) 在区间 (0：。，+ w ) —致收敛. 

分别意味着什么？ 

解 （ 1 ) 对于任意的 e > 0，任 ： r 6 ( A , +⑺），总存在一个正 
数 iV =从 € ，1)(\与 € ，1有关)，当《 > N 时,总有 

|/ n ( a *)—/( x )|< e , 

则称 {/ Jx )} 在区间(: ro ，+ oo ) 上收敛于 f{ x ). 

(2) 对每一个 Gz ，6) C (0：。，+00)，如果对于任给的 £ >0，存 
在 N = iV ( e ， fl ,6)( N 与有关)，当;时，任 : r € (a，b)， 
皆有 

I /“ 工 ) 一 /( I ) | <6， 

则称 {/ ood 在 (Cl，b) 上一致 收敛. 

(3) 任 e >0, 存在 N =/ V ( e )>0( N 只与 e 有关），当 ti>N 
时，任 *r € ( x 。，+ oo ) 皆有 

I /”(：) —/( x ) I < e , 

则称人 Cr ) 在 Cr 。，+ oo ) 上一致 收敛. 

【 2743 】 对于序列 

/”⑺= /(w = 1 ， 2 ,…） (0<x< 1). 
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确定其项的最小号码 iv = Af ( e ,« r ), 使得从该项起，序列各项在点 
x 与极限函数的偏差不超过 0. 001，若 

问这个序列在 (0,1) 区间能一致收敛吗？ 

解 由 0<: r < 1知 linir ” = 0,于是由 


有 


I 妒 _0 |< 

”>恶， 


6 C 


0. 001 


所以最小号码为 




当厂 

=元时， N = 

3, 


当厂 

时’ N 

= 6， 


当厂 

时， N 

= 3 m . 


由上述计算知，当 X 

=- ► l(m — 

TIo 

oo 时）有 


& 


oo 


(0<e< 1 ， 


r). 


于是,不能找到一个公共的 n (仅与 e 有关)，使当〃 > ~时，对任 
6 (0，1)，皆有： r ”< e ，从而 

f „( x ) = 1%(72 = 1，2,…） （0 < x < 1)， 

在区间(0，1)内不一致收敛. 


【2744】应该取级数 f 的多少项才能使部分和 

S n ( x ) 在一 00<工<+00时与级数和之羞小于 e ? 设： 

(1>£ = 0.1;(2 )e = 0. 01 5 (3) e = 0. 001,求出 n 的数值 

解由 


139 




吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


sinnr ^ 1 〆 

n(n + l ) ^ n(n + l ) 〈 

知原级数绝对收敛，令其和为 


S(x) = ^ 


sinnr 

- in(n + l ) 9 


部分和为& Cr )= 

# 

它们之间的误差为 


今 sin^r 

t ^ RkTI ) 


An (^> =1 S ( X )— S „( X ) |= 2 


irH 




下面对 AM 作估计. 


由 AnU ) 


sinkx ^ ^ sinAr 

^kTk + \) klkTT ) 

< . i —*5, Hk + 1) 

把孟 (士—点） 




+ 1 


N+l ) = ^TT- 


八” Cr )< 


^TT 


册^!< £ 时，也就是”〉十 -1 时，有八”⑴◊，从而令 
No = [U， 若记 { 为 | 的小数部分，则有 

+ = [+]+{+}’ 

于是当 «>|—1 = [|]一 ({l 一 j }) 时， 

即《 > N 。 时，有 ^ n U )< e ， 从而该题相应的72 如下： 


0.01 0- 001 


No 


100 


1000 
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§4. 函数項级数 _ 五區 g :?5: 


【2745】怎样的 n 值能保证以下不等式成立? 


-2,1 


<0.001 (0<x< 10) 


解因为 




1=0 


(« + !)! 


：^,0<沒<1， 


于是 


现令 


卜2, 




(n + l)! 


x ^ 1 


< 


e 


10 


(n + l)! 


10 杆 1 


^ryr 10 ” u<a001 


有 e 10 10 ^4 <(r2 + 1) , f 
两边的对数有 


ftH 


10+ (n + 4) lnl 0 <C Yln ^, 


① 


jtH 


令 Pn = 2 ln ^， 


于是 


Pn>\ In/df 


in + l ) ln(n + 1) — n . 


若有 （n + l )\ n(n + 1) _ n > 10 + (” + 4) lnl 0, 
则①式成立，也就是 


② 


i— 0 1 • 


< 0 . 001 . 


当 r ? = 39 时，②式成立，因此，当 〃 = 39时，能保证 


e " 


2? 


i=0 


<0.001 (0<x< 10). 


在所指定的区间研究序列的一致收敛性 (2746 〜 2763) 
【2746】 f n ( x )= r ；( l ) 0< x < y ；(2) 0< x < l . 


解 


(1) 由 : r e _ 0 , + ]，有 


limjc 1 


/(X )， 
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任€>0,由 


I / n (- r ) —/( x ) 1 = 1 X | n < (音）， 


知，可令 (+) 


< e ，即 n > 


1^2 


时，有 


! /”(：）— fix ) |< e*x G [ 0, i ] 


取 


「ln 丄 1 

_ £_ » 

Lli ^」 


于是当^2>〜时，任皆有 


I /”⑴一 /( j ) | = | /” Cr ) |<e 


因此 ，人 Cr ) 


在上一致收敛于零. 


(2) 由 : r 6 [0，1]知 

/(•!*) = liflLZ^ = 


1，X = 1 ， 

0， 0< X <1. 


取 eo e (0, 音）， Vn e 'N ， 令： r = 嘉有 

’福)-’(汚) = + >e 。， 

于是， / n ( x ) 在 [0,1] 上收敛，但不一致收敛. 
【2747】 f n ( x ) = x ” 一 ，】;0 < x < 1. 
解由 [0,1] 知 

fix ) = lim /„( x ) = lim [: r ” — x ^ 1 ] 




f 0» x = 0, 

= < 0 , 0 < < 1 ,= 0 , 
(0 ，x = l . 

又令 g ( x ) =| fAx )- /( x ) I = f 
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由 R ^ oc ) = in — (n + 1) j :), 


=0 有 


^，即： r 6 (0,1) ， gU ) 有唯一驻点.易知 


^Tl 


x 6 [0,1] 时 gU ) 在: r = 处达到最大值，于是有 

W 十丄 

^• r )< (^+ r ) n ( 1_ ^+ i ) 


♦ ^ TI <- 


即 《> T ⑽ 


I / n (^) — /( X ) |<€， 


从而的/V 


=[士]，当 n>N 时，任意 xe [0,1], 皆有 

I / ， , ⑴ 一 /⑴ | = | /”Cr)— 0 |<e. 


因此, /„Cr) 在 [0,1] 上一致收敛 于零. 
【2748】 f n (x) =x w -x 2n ； 0<x<l 
解由[0，1]有 

lim/ n (x) = 0 = /(x)， 




今取 


I fAx)-f(x) |=«r” 一户， 

eo € ( 0 ，吾)’ 令 j ：= 去有 

人 ④— /( 去 ) I = H = 吾〉 e 。 

因此， ACr ) 在 [0，1] 上收敛，但不一致收敛. 


【2749】 A(x) 


x^rn 


； 0< x <+ oo , 


解由 : r 6 (0， cxO 知 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


• = 0 = / Cr )， 

ir-^oo 

而 

I fn (了 ) 一 /(X) 1 = ― — < — , 

x + n n 

于是^>0，令丄<^，即”>丄时，有 

n e 

I /” (工） 一 /( I ) |< £， 

从而取 iV = [+]， •当 rz>N 时， v«r 6 (0，+ cx >)， 皆有 

I /” (工） 一/( X ) I = — J — <€， 

因此， / Jx ) 在 (0, +00) 内一致收敛于零. 

【 2750 】 f n (x) = ； 0<x<l. 

丄十 M 一 t"：T 

解 由: re [0,1] 知 


lim / n ( x ) = lim 

rr^oo rr^oo 


nr 


1 +TI+X 


又 


0, x = 0, 

= : ， xecoa]. = J: = /(j:) - 

[ f n U )- f { x ) I = Y^~+~ x ~ x 


x - t - x 2 2 

l + n -\- x^n + l 



輸>0,令吾 < e ，即◊音时，有 


I fAx)-f(x) |<6, 

今取 n = [7]， 


因此, /„ (: r ) 在 [0，1] 上一致收敛于: r . 

【2751】 f n U ) 

(1) 0 ^ a: ^ 1 一 e ； (2) 1 一 e ^ x ^ 1 +e ； 
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(3) 1 +e < < H ~ oo , 其中 e 〉 0. 
解 （1) 由 

X G [0，1 一 e ]， 


Y \ mf n (^') = lim „ 

Jt^oo ir -^ oo 丄 十 x 


=11 = 


/⑴， 




又 I fAx)-f(x) 1= 

令 （ 1—e 广 <& 即时，有 

I fAx)-f(x) \<S, 

现令 N = h g ( | g t g) ] ，则当 n>N 时，任 xe [0,1— e ]， 皆有 

I /” Cr )-/ Cr ) |<5， 

于是, /„ Cr ) 在 [0，1 一 上一致收敛于 0. 

(2) 由 ： r € 「1 一 e ， l + e ]， 有 


1 — ^ X <C 1 


/(^) = lim / n ( x ) 


,10< l + e . 


现取 e 0 e (。，|)，^€/"，令了 =务有 


，"④-，④ = { 


> 60 » 


因此, /„ Cr ) 在 [1 - e , l + e ] 上收敛，但不一致收敛. 
【2752】 f „ U ) = r + V x 2 ^D 

( 2 ) l < x <+ oo . 

解 （1) 由：[0，1]知 
lim f n ( x ) = 0 = /( j )， 
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现令 e 0 6 (0，+)， Vh e W ， 取 :r = — ，有 


f Ah)~ f {h) 


2n 




4 


1+ n 2 


>€o 




因此， /„ Cr ) 在 [0,1] 上不一致收敛. 
(2) 由 * r 6 ( l ，+ cx >) 知 
Y \ mf n ( x ) = 0 = f (: r ) ， 

2 nx 


fr^cc 


又 


/ n ( x )—/( x ) I 


1+nV 


< 


2 nx 〆 


于是任 e >0, 令！ < e ， 即时，有 

n e 

I f n ( 工 ) —f(x) |< €♦ 

今取[音]，当时 ，任 * r e ( i ,+ o , 皆有 

I /” (工） —/( x ) |<€， 

因此， /„ Cr ) 在 (1，+ oo ) 上一致 收敛. 


【2753】 f n U ) 




< X <+ oo, 


解 由 X 6 (— oo , + oo ) 知， 

lim / n ( x ) =| x | = / Cr )， 


又 


I /„( x )-/( x ) I 


v x2+ ^ _| x 1 


v^ 2+ ^ +l 工 1 


< 


n l 


n 


于是任 e > 0,令 i < e 即7? > i 时，有 

n e 

I f n U )- f ( x ) |<6, 

现取 ] V = [+]， 则当 n>N 时， V ： r 6/ R ， 皆有 
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I /” ⑴ 一 /Cr) |<e ， 

因此， / J * r ) 在 (一 00 , 十 oo ) 上一致收敛 • 

【2754】 /„( x ) = + — Vx );0 < x < + oo . 

解由 (0，+ oo ) 知， 

n [ x -\-~ — j *) 八 

lim / rt ( x ) = lim - - = - = — p —/ Cr ) 

今取 e 。6 (0，士)，任《€/〜，取1 = 士有 

，” (士)-沿 ) h 錢-相 - _ 


— 4n 72 —^ = -in 

> e 0 . 


V 2 — 1 = yfn 

2(72 + 1 ) 2(>/2 + 1) 2 


因此， /,, Cr ) 在 (0, + cx ,) 上收敛，但不一致收敛, 


【2755】 （1) f ” U ) 


smrtx 


— 00 <x <+ 


(2) f » ix ) = sin 


< J <+ 


解 


由 : r 6 (_ oo , + 00 ) 知， 
lim / n ( x ) = 0 = /( x )， 


而 


I /”⑴ 一 / Cr ) | = 


sinnr 


< 士， 


于是任 e 〉 0 ’ 令 


现取 N 


I /” Cr )-/ Cr ) |< e . 

[+]， 当7?>〜时，任 x €/ K ， 皆有 


147 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


I /“ ：）一 /( 工） l<e ， 

因此， / rt (* r ) 在 (一 00 , + oo ) 上一致 收敛. 

(2) 由 : r G (―°°， + oo ) 知 

會 

<\imf n (x) = 0 = fix ) , 

rr^oo 

现取 e 。6 (0，1)，任 n 6/ N , 令 1 = ^，有 

/ n (f )-/(f)|= |sinf | = 1> £0 , 

因此， / n ( x ) 在(一00, +00) 上收敛，但不一致收敛. 

【2756】 （ 1 ) /„ ( x ) = arctanrtr 5 0 < x <+ 00 ; 

(2) f n (x) = xarctannr , 0 < x <+ 00 . 

解 （1) 由 (0,+ oo ) 知， 

limarctarir = 吾 = fix). 

U-^oo 乙 

取 ^0 e ( o，f )， 任 new ， 

令 x = 士’ 

有 k-(i) - / (i)l! arctani- f hf >e - 
因此， /„( x ) 在 (0, 十⑺）上收敛，但不一致收敛. 

(2) 由 : r 6 (0, + 00 ) 知， 

lim/ n (x) = -yx = f(x). 

n-^<^ L 

又 I /" (X) — /(x) I = x arctannr — 号 

=x _ arctan — ^ x • 丄 = 丄， 

nr nr n 

磨 

于是任 e >0, 令即时，有 

n e 

I /”( 工 ) —/( x ) l < e ， 

现取 iV = [ U , 则当72>^/时，任 I 6 (0，+ OO ), 皆有 
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§4. 函数項级数 


I /” ( 工） 一 /(:) l<e ， 

因此， /„ Cr ) 在(0, 十⑺） 上一致收敛. 

【2757】/” U ) = e — 1 〉 ； 0< x < l . 

解 由 a ： 6 (0，1)知 

lim / n ( j -) = 0 = fix ) , 

现令 e 。 6 (°，*)，任 ”6/ N ， 取: r = 1 一去，有 

入 ( 1 - 忐 ) 一 /( 1 — 点 )| = € " (| 士 1) 

因此, /,, Cr ) 在(0，1)上收敛，但不一致收敛. 
【2758】 f n U )= e -^ )2 ； 

(1) 一 其中/为任意正数； 


(2) —OO < x <4 - OO. 

解 （1) 由0：€ (― M ) 知， 

\imf„(x) = 0 = /⑴， 

rr^oc 

又 I fnix )- /( x ) I = e - <J ^ )2 < e - ( ^ /)Z ， 

于是任 e >0, 令 

广 /)2 < e ， 


即 n 〉 



I fA 工 ) — fix) |<e ， 

从而令 N — [/ +小 n 十]， 


当 n>N 时 ， Vie (-/，/)， 皆有 

I f n U )- f ( x ) \< e , 

因此， y ； Cr ) 在 (一 u ) 上一致 收敛. 

(2) 由 (― oo ，+ oo ) 知， 

= 0 = fix ), 

n-^oo 

令 e 。6 (0，1)，任”6^^，取1 =打，有 


吉米多维奇数学分析习题全解(四） . _ 

I /”(工） — fin ) 1= 1 >€ 0 ， 

因此 ACr ) 在 (一 00 , + oo ) 上收敛，但不一致收敛. 
【 2759 】 / n (x) = ^ln ^； 0<x<l. 

n n 

解由 ( 0 , 1 ) 知， 
lim — = 0 , 

71 


令 : y = Z ■，而 

n 


limyln ) = lim (— 3 ;) = 0 


于是 


\imf n (x) 


n-^00 




limyln^y = 0 = fix) 

- A 十 


又由 |/” Cr >—/( o :) I 


1 ，扑 


知，任 e 〉 0 , 存在 $〉 0 , 当 0<i < 5 时，有 

n 

n n I 

现令 N = [ H , 当 n > N 时 ，有士 < 5 ,于是任 e ( 0 ， 1 )，有 


0<-< - <5, 
n n 

从而 丨 /"( j :)—/(: r ) 丨 =— In — < e ， 

n n 

因此， / Jar ) 在 ( 0 ， 1 ) 上一致收敛. 

【 2760 】 f n U) = (l + f ) n ； 

( 1 ) 在有穷区间 ( a ， 6 >;( 2 ) 在 (_ m ，+ oD ) 区间. 
解 （ 1 ) 由 : rG ( a , 6 ) 知 


lim /„( x ) = lim ( (l + —) x \ 

n-^<x> ( \ 71 / 






150 



§4. S 数項级 数 L 第五 章级数 


若 : r = 0 时， /„(:r) = 1 ，于是 
lim/ n (a*) = e J ，: r 6 U ， 6), 

w-^oo 

令 iVf = max{ \ a \ 9 \ b \ } ，由泰勒公式 


ln/ w (x) = r?ln(l + f ) 



x 2 , 1 x 3 

… 5 +^f ? 


其中 Qk (0,1)， ， < f , IP !<〜， 

从而 lnf „( x )= 尤一 +0( 士)， 

于是有 /”( j ) = e 1 ^ 10 ⑴ = y[l — |^+0( 士)]， 

从而存在 N ， 当72>〜时，有 

\ f n U )- fU ) I =叫一£ +◦(善)|<^， 

任 E 〉0，令^^ < e ，即 n > 时有 

n € 

I f n U )- fix ) |<£, 

于是现记 

N x = max ( N ,[^ 1 ]), 

则当 n > I ^ 时，任 o：e ( a , w , 皆有 

I /“：) — fix) |<€， 

因此， / Jar ) 在 ( a ， b ) 上一致收敛 • 

(2) X 6 (― oo, +00 )， lim/„(x> = e 1 = /⑴， 

Pt-^OO 

由 | /”(: r)—/Cr) |= (l + ^) n -e-L 


声吉米多维奇数学分析习题全解(四） 

知，取 e。e (0，士)，任”€/义令了 = 2”，有 

I f „(2 n )- f (2 n ) | = | 3”一 e 2 ” | 

= 3 ”((*) ,_1 ) >e 。， 

因此， y ； Cr ) 在(一⑺，+⑺）上收敛，但不一致收敛. 
【 2761 】 / n (x) = n(x^ —l)?l^x^a. 

解由 >r 6 [ l ， a ] 知 


lim /”(：）= lim — 

rt ^oo n-^o 


—1 


# 

lar = /(•!*)， 


又 


I f ” C 工) — fix ) |= \ n ( x ^ — 1)— lar I 
=I n(j：" — 1)— 7iln(l + (x» —— 1))| 
=I w(j ：" —— 1 )—n(x^ —— 1) 


+ fui - iy - hrO ( u ^- D 3 ) 


上述不等式是在取定适当的 iVi > 0后，当72 > iV , 时成立.于是任 
e >0, 存在； V 2 ，当 rz >； V 2 时，有 




现令 iV = maxfiVi ，^)， 则当 n>iV 时，任 : r e [ l ， a ], 皆有 

I fn(x)-f(x) |<e, - 

因此， /„ Cr ) 在 [ l ， a ] 上二致收敛. 

【 2762 】 f n (x) = 

解由[0,2]知，当 [0，1]时，及， 
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§4. 函数項级数丨 奥 一 M 级釭 


当(1，2]时， 


从而 fix ) = lim / n ( x ) 


1， 0< x < l , 
x 9 1 <C x ^ 2. 


于是 


1° 当: r 6 [0,1] 时， 

I /“:)—/(，）j = 1 7l+X n —1 

= _^_ 

— ( 1 +^)^ +( 1 +: 2 + …+( 1 + 尸)士 +1 

2° 当 o：e (1,2] 时， 

I f n U)—f(x) |= I 7\+x n -X 

= _1_ 

— ( 1 +^)^ + x ( l + y )^+ … +， 2 • ( 1 +^)" + 广 1 




进而任 e >0, 令丄 < e , 即丄时有 

n e 

I /”( X ) — fix ) |<€* 

故令 N= [+], 则当 《>N 时，任 [0,2]， 皆有 

I fnioc ) — f ( x ) |< e， 

因此， /„(x) 在 [0,2] 上一致收敛. 


<7 


【2763】 f n U ) 


n 2 x . 

若0<1<如 

n 2 (—— x ). 

若丄 <工<呈; 

\ n / 

n n 

0， 

若 


在 0< x<l 区间. 

解当 《r = 0 时， /„Cr) 


0,于是 


153 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) _ 

iim /„(0) =0, 

鲁 

当了 6 [0,1]，但: r ^ O 时，即： r >0, 从而任 e >0, 存在丄， 

e 

有着< : r ， 进一步当72 > N 时，吾 < 务< t ， 故 f n ( x ) = 0,因此 

fix) = \imf n (x) =0 ， X 6 [0 ， 1]. 

ir^oc 

现令 e。G (0,1)，任；|€/~，取1 = «4,有 

/ "(^)~ / (^)| = n2 v = 1>e - 

从而， /„ Cr ) 在[0，1]上收敛，但不一致收敛. 

【2764】设 /( x ) 为定义在区间 [>,6] 的任意函数，且 

f n U ) = ⑴] (”= 1 , 2 , …) • 

n 

证明：当 n — CXD 时, /“ x ) 二 /( X)U < x <6). 

证由 

I /n(x) — fix) I = — I [nf Cr)] — n/(x) , 

n n 

知对任意 e >0, 取 / V = fl ], 当;1>~时，对任 xe [«,6], 皆有 

I |<e, 

因此， /„( d 在 |>，6] 上一致收敛于 fU ). 

【2765】设函数 fix ) 在区间 [ a ，6] 具有连续导数 / Cr ) 且 

= ? i [/( a : + 士) —/ Cr ) • 

证明在 cr < x < 卢区间上 / JdZ ^ Cr )， 其中 
证令 〈(/ <«<卢<^<6,在[ V ， 〆 ]上， /, Cr ) 当”充 
分大后在[ V , 〆 ]上有连续的导函数,故由拉格朗日中值定理有 

”[/(: + 士)-/(工） 

= «)• + «) ⑺伙 1 )， 
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而 /Or) 在IV,〆]上一致连续，于是任意的 e> 0,存在3> 0,对任 
意 ■r’/e [c/，〆]， 当 I x —x |<5时，有 I /Cr ’） \ < 8 , 

现令 N= [j]+l ， 则当 w>N 时，+< 是 <5, 且对: re [ a ，0]， 

只要 iV 足够大，就有 x 与 x + 普皆属于 [ c / ， 〆 ]，从而任4 0，幻， 
皆有 

\ f t ,( x )-/( x ) \ = + <6, 


因此, /„ Cr ) 在 [ a ， 幻上一致收敛于 fU ). 

【2766】设 

， ”⑴ 二替士+十含)， 

其中 fix ) 为在区间 (_ oo , +00〉的连续函数.证明 :序列 /„(1)在 
任何有穷区间 [ a ，6] —致收敛. 


证 


Fix) = lim/“j) = lim^] —f(x + — \ 

ir^oc 纟 = 0 n V Tl / 

(VH ^ 

= fU)dt= 2 

-r : ^ rf 士 


= 2 l/(:r+* + 吾 )(0<ft <1“=0 山 …’” 一 1)’ 

因为 / Cr ) 在 [ a ，6+1] 上连续，所以 f ( x ) 在 [a ,6+1] 上一致 
连续，于是任意的 e >0, 存在8>0,对任意的 la , b +\] 
有 

I fix)-fix) |<e. 


现令 N = [ i ] +1, 

则当 n > N ， a <: r <6 时，有 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


且 


x + — G [ a ,6+ l],x + —+ — G [ a ，6+ l ] 
n n n 


0 ， 1，…， n — 1 ) ， 


从而 


I Fix ) — f n ( x ) 


合)一 


因此，入 ( x ) 在 [ a ，6] 上一致收敛于 /( x ). 

研究下列级数的收敛性质 (2767 〜 2773). 

oo 

127671 2 工、 

(1) 在区间 Ul < 9; 其中 g < l ; 

(2) 在区间 U |<1. 

oc 

解 （1) 由 |«r |<(?， 9 <1知，在丨 i |< g < l 内绝对 


n —0 


且一致收敛. 
(2) 由 


S n ( x ) 


2：-* = ^ 

务=0 1 


知当 |*r |<1 时，有 


Six ) = limS ”（: r ) 


\-x 


现令 e 。 (0,音)，对任意的71 € W ， 取 : c = _^有 

1-1 

s „(+)— S (+卜 

I % 、 1 、 

=- T - = ―-> 7 > e 0 , 

1 — _ L 3("73-1) 3 



因此，;在 | a，|< 1内收敛，但不一致收敛. 

/r=0 

CC 

【2768】 2] <，在区间 一l<*r<l. 


解 


6[_1，1]知$ ，而收敛，故 t 


在[一 1, 1] 上绝对收敛,且一致收敛. 

oo 

【2768.1】I； 在区间 (0，+oo). 

„=0 ^ • 


解因为 


2^ 


S w ( x ) 




I SAx) — ^ I 


^ TT ^ T e ， 


xe ( o ，+ oo )， o <0< i 

知，取 e。6 (0，1>, 对任意的 n 6/N, 取 《r = n+l, 有 


I S” (n + 1) - e ( - n I = (d: e ㈣ >l>eo, 
因此， 2 4 在 (0, + ⑺）上收敛，但不一致收敛. 

GO 

【2769】 2 ( 1 — 1)/ ,在区间0 < j ： < 1. 


n =0 


解 


s n (x) = y^d —jc)^ 


= ( i - x )2? = i -， 1 ， 


身 =o 


有 


S ( x ) = limS ^ Cx ) 


rr-^oo 


1， 0<x< 1, 
0， x = \. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 C 四) 


取 e。e (0,士)，对任意的令 : r = + 有 


S „(^ y |)- S (^) 


=1 — i 7 > e 0 


因此，级数 Z ( 1 — ： r ) /在 [0 ，1 ] 上收敛，但不一致收敛. 

W =1 

【 2770 】 


解由 


S” ⑴ = vW ’ 


•"II 


t=i\k 6 + i 
知，当 X 6 [—1，1]，有 

S(x) = limS„(x) = x 9 


x 


” + 1， 


rt^oo 


又 


I 


S B (,)- S (,)| = ^ i r <^ 1 <^, 


于是 Ve >0, 令 N = [十]，则当 7!>； V 时， v^re [— 1,1]， 皆有 


|S”(x)-S ⑴ |<-<e ， 


因此，级数 ：s f ) 在 [- 1 , 1 ] 上一致收敛. 


【 2771】2 

n=l 

解由 


X 


[(n-l)x+l](nr + l) 


;0<x<+ 


s n ( j ：) = 2 


X 


[a-lXr+l]Or + l) 


s 


1 


1 1 


Ak - l ) x+l ibr + l 」 


1- 


+ 1， 



知当 i 6 (0，+ cx >) 时，有 

S(x) = \imS„(x) = 1. 

现取 e 。6 (0, 音)•对任意的 ne / N ， 令: r = + ，有 


s -( ih s ( i ) 


1 — "T — 1 = > 6o 


因此，级数 § [(w - 1);c + 1](nr + l ) 在 (0, +-) 上收敛，但不 
一致收敛. 

【2772】 U + ” + 1) ; 0<:< + co . 


解 


(x + ,)(x + n + l) ( 工〉 0) ， 


而 t ^收敛知原级数在(0, + OC ) 上绝对并一致收敛. 

， l，l n 

【27731 V --- 

(1) 0<1<6，其中€>0; (2) £< X <+ CX .. 

解 x = 0时，原级数收敛于零 ，I > 0时，令 




nr 


(1+了）（1 + 2工）…（1 + 虹） 


> 0 , 


而 


rrc U n \X ) 


urn; 


[宁 • TT ^]= o < 1 , 


因此，级数(: r) 收敛 Cr>0 )， 又 

爹 r =】 

n 

s"(jc) = y^ju k (x) 

k=i 

_ 今 _ kx _ 

(1 +x)(l + 2: r )”.（ l + fcr ) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 




n 

S 

k=l 


( 1 + x ) … (1 + ( 々一 l ): r ) (1 + x ) … (1 + ir ) 


(l+x)(l+2x)-(l+;ir) 
( j ： > oo ), 


于足有 Six ) = limS .( x ) 


ir-^or ： 


0 ， ：r = 0, 

1 ， ： r 〉 0. 


(1) 由 i 6 (0， e ) 有 


' I= ( 1+:) ( 1 + 2 1 : W 1 + 狀 ) 


现取 h 6 (0，1)，任《6/~，因为 


lim 


二 （1 + jt )(1 + 2 x ) … （1 + 


于是存在 $ = ( Ke 。） ，当0 < ：r < 5,有 


( l +: r )( l +2: r ) … （1 + 


>£o 


现取 X 。6 (0,5),有 


(l+ar 0 )(l+2xo)-(l + nr 0 ) 


>€0 


从而 


I S„(x 0 ) — S(x 0 ) I > eo » 


因此，级数乏] ACr ) 在0 < x < e 上不一致收敛. 


(2) 当 [ e , oo ) 时，由于 


I u „( x ) | 


< 


(1 + ^)(1 +2x>“.（l + mt) I (1 +x) 


l+nr + n ( y VT 1) > r 2 + … +/ 


< 


( n >3) 


n(n— l)(n —2)x : 
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(w — 1)(” — 2) x 2 < (n - 2) 2 e 2 ’ 

ffilS ( - n -\ y t 2 &敛， & 自维#斯斯力法％原级数& 
[ e ，+ oo ) 上绝对且一致收敛. 

【2774】利用维尔斯特拉斯检验，证明下列函数级数在指定 
区间的一致收敛性. 

(2) 2 ( ■ 丄 1 ;” ， — 2 <2 <+ QQ ; 

„=1 x -Y L 

(3) |； 命…咖 


(4)2 




(5) 2 -^4( x "+ x -")4< I ^ I <2, 

n=l vn ： L 

(6) S p ^ r -, 丨:^夂^其中^为任意正数 


(7) S : v ^ r ， l ^<+ 

n ^\ v n + X 


(8) 




(9) 


sinnr 

w=l W 


l<+°°5 


(1。) |]ln(l + 益 )，|:|< a 

oo 

(11) 2> 2 e 一' 0 
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(12) arctan 


证 （1) 由 


2x 


x 


1 


+ 7 I 3 


， I X |<+ 


x 2 + n 2 
在 (一 00 , + oo ) 上一致收敛. 
(2) 由 

(-l) w 


< i ， 且文;去收敛，于是金: 


X 


+ 2| 


< 


2 n - 


，（这里 w >2， i >—2), 


而 


< 


2" — 2、2” 一 


w ocr 

又 S ^收敛，因此2 在(一2, + oo ) 上一致 收敛. 

(3) 1 = 0时,级数收敛于零，当 o :>0 时，由 l + nV >2 n 2 x , 


X 


，而 I 忐收敛，因此级数在 


有 il + w V 
[0，+ oo ) 上一致收敛. 

(4) 由丨： r |<+ co , 且 1+71 5 了 2 >2«音1，有 


7VC 


1 + mV 




2 nr 


71T 


又 H jj 收敛，因此级数 S Ti 

2tj2 1 +^ 

收敛. 

(5) 由有 


在 (一00, + oo ) 上一致 




Vn\ 

2 於 1 • « 


(xm 




又 


lim 


y^r 9 

2- 2 (n + l) 2 

7(^ + 1)! 
2 fff V 

y^T 


lim^L±lZ = o<l 

一 w 2 Vn + l 
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§4. 函数项级数 



于是级数 f 收敛，从而级数 |(： r ” +尸）当 j < 

n^I y/n\ ir=l yj n\ L 

I X 丨 < 2 时一致 收敛. 


(6) 当 72 = 2 m 时， m 2 , 


丁，由丨工 |< a ， 有 


< 


f ， 


又 


lim 


(m + l)! _ 


lim 


+ 1 


0<1 


于是 2 4 收敛•当 ” = 2 ⑺ +1 时 


^2 m+l 


产 1 


m\ 


< 


类似地1： 


收敛. 


因此，级数乂〜(：0和»^(工）在 UIO 上一致收敛， 


从而原级数 H 


，]! 


在丨 X |< 上一致收敛. 


⑺由 




oo 

< 4,而 E 4收敛，因此级数 


El 


^ v ^ M 7 

⑻由 


(― 00,十 oo ) 上一致收敛. 


在 I ： r|<+CXD 上一致收敛. 


X 1 <4,且念尖收敛知，级数念7在 


(9) 由 


n 4n 


<4,且 f 4收敛知，级数 f _在 

71 2 «=1 TV 1 «=1 n 小 I 


(一 oo , + oo ) 上一致收敛. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


(10) 由 I X |<a 有 

x 2 


ln(l + 


nln 2 x 


)=^ +0 fe ) (n 充分大)， 


又 


n\n z n 




長，由题 2619 知玄長收敛，又 I 》也收敛， 


因此, ( 1+ ▲) 在 (一 a ， fl ) 上一致收敛 • 


(11) 由 x >0 有 •，于是 e i < 

，从而 | Ve - |<4,当0： = 0时,显然 | x 2 e ^ |<4仍成 


立，而 2] 4 收敛，因此级数在 :r >0上一致收敛. 


(12) 由 a : 2 +” 3 >2 ni 1 1 1,有 


2 x 


X 


+ n 3 


<3,又存在 《。， 当 


> n 0 时 


arctan 


2x 


2x 




x 


x “十 rr 


在 


而 t +， S 4 皆收敛，因此，级数 i>ctan 

n—fi 0 n- n=f » 0 打 n-\ 

(_ oo , + oo ) 上一致 收敛. 

研究下列函数级数在指定区间的一致收敛性 (2775 〜 2782) - 
【 2775 】 2 在区间 e <: r <27 r — e ， 这里 e >0; 

n=l 71 

(2) 在区间 0<工<2兀. 

解 （1) 由 e < :r < 2兀 一 e ( e 〉 0) 知 


n 

| ^] sinAr |< 


sm 


< 


sin 


6 
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又趋于零，由狄利克雷检验法知级数 〒 在 [ e ，27 T _ e ] 
上一致收敛. 

(2) 由题2698知，;£； 在 [0,2 tt ] 上条件收敛，下证该级 

/»=1 71 

数在 [0,2 k ] 上不一致收敛 • 

用反证法.设 t _在[0,2幻上一致收敛，令 

n 戸 1 n 

U n (x) - ( w = 1，3,…)， 

71 

则任 e >0, 存在 M (与 I 无关），当” 时，对任 re [0,2 ir ], 

皆有 

I U^X ioc) + V„ n {x) + …+ L ；— ⑴ I < e, 

其中 /> 为任意自然数. 

现取 N 2 >2 N m ^ 

« 0 = max ([^],[^2 tI ]), 


有 no >/ V 〗. 取夕满足《 0 +夕= N 2 + l ， 于是有 

I 〜⑴ + [/” 0+2 ⑴ + …+ U rt 0 ^ p ( x )|< e , 

即 | 2 t 4(* r)|<e ( Vx 6 [0,2 tt ]), ① 

¥+1 <0^2+2 

现取： TO ， ①式成立， 又当孕 + l <”< N 2 +2 时， 

有 0 < nr 。< 导，从而 


simzr 0 > nro 


n 二 N 2 + 2, 


于是 C 7,, Cr 0 ) 


sinnro 


^冲+之 ㉝ 贿 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


2 i/ n (x 0 )> ] ^L S 

¥+1<tt<N 2 +2 •^十 l<r/<iV 2 +2 


^ Nrr 2 - f (N2+2) = f 


与①矛盾，所以2 


sinnr 


在 [0,2 tc ] 上条件收敛，但不一致 


收敛. 


【2776】 2^2 n sin ^ ；0< x <+ oo . 

解令 r ) = 2" sin &, 由 ： r 6 (0,+ oo ) 知 


I a ”（ x ) |<2” 


(吾 r ， 


又 s |(4) n 收敛，所以⑴绝对收敛，下面证明(工) 

x v ° 7 «-i n=i 

oc 

在 （0, + oo ) 内不一致收敛，用反证法，设乏在(0, + oo ) 内 

1»=] 

一致收敛，于是任 (0,1), 存在 / V = N ( e ), 当”时，对任 : r 

6 (0，+00)，任户6/~皆有 


I ^ rf ] ( jr ) + a ^ 2 { x ) + … + a 〜（: c ) I < 


现取 

则 


P=\,n = N , 

\ a ^ i ( x ) I <£ < 1. 


今取 



6 (0，+ oo ) 


则有 

但 


CL n \ \ ( 工 0 ) I < 1 ， 


a.vfi ( 工 0 ) = 2,'^ ] si 


sin 


3^ X 0 


= 2 w sin~| = 2 W > 1, 

矛盾，从而原级数在 (0, + oo ) 上收敛，但不一致收敛. 
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【2777】 2 ^ r ^；0 < x <+ oo . 

提示 :评估 级数的余项. 

解由 (0,+ oo ) 知^^<士，从而 { + } 单调一致 

趋于零，又|文 ( 一1 叫 <1，故由狄里克雷判别法知 

▲ = 1 

2 在(0, + CO ) 上一致收敛 • 

oo 

【2778 】 S ;0< o - <2^. 

ri+ siar 

解由: [0,27 c ]， rz >2 知 

Q< 丄 1 • - < 」 T ， 

n + siar n — 1 

于是对每一个 z 6 [ 0 , 2 兀]单调递减且一致于零，又 

|2(- l ) H < 1，因此，原级数在 [0,2 tt ] 上一致收敛 • 

▲ = 1 

OC —]> 

[27793 SW 5UI<1 °* 

解由 | I |<10知 

1 < 1 ^1 

+ e " 、% 2 + e -〗 0 泣 ， 

V --- 、 --- . 

， (” +l) 2 +e J 

于是 I 对每一个^" 6 [_10 ， 10] 皆单■调递减,且—致趋 

向零.又 | S <- 1)^1 < 2,故由狄里克雷判别法知原级数在 

务 =1 

[- 10,10] 上一致收敛. 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


。： cos 

【 2780 】 


2 r ?7 T 


n 2 + x 2 


； — oo < jr <+ CO , 


解 




对 


每一个(— oo ，+ c ^) 皆单调递减，且一致地趋于零.又 




X 


yT 


故由狄里克雷判别法知，原级数在 (一 03, + CO ) 上一致收敛. 


[27811 2 


snxzsinrv: 


;0 < x <+ oo. 


解 


由[0, + oo ) 知，+ 

Vn+x vw 


，从而 


n^x 


对每一 


个 .r 6 [0, + oo ) 皆单调递减且一致地趋于零，又 
当 1 = 2&(/ = 0，1，2“0时， 


n 


^siarsinifer = 0. 


当 I 关2/兀(/ = 0，1，2，.“）时, 


| 文 siarsinAr [ = | sinr | j ^sinAr j 


<! si 


i 

• sinf 


2 cosy <2. 


19 

于是，对任 x € [0, +〜）， 皆有 j Ssiorsin^r |< 2, 故由狄里克 

卜 1 

雷判别法知，原级数在 [0, + OC ) 上一致收敛. 


127821 2 

91 = \ 

解由于 

—168 — : 


:― 1) v ”： 
n(n + j.) 


;0<^<+ oc . 



§4. 函数项级数 第 v ： 


(一 1)说 
n ( n -\- x ) 


1 


n 



1 + 


x 


且由 2672 知 f - ( ~ 收敛，故 t ( ~^关于 x —致收敛. 


又 



1 + 


7卜对每一个 I e [0, + w ) 皆是单调增加的，且 


1 



1 + 


x_ 

n 


< 1. 因此，由阿贝尔判别法知，原级数在 [0,+ oo ] 上 


一致收敛. 

【2783】不连续函数的序列能一致收敛成连续函数吗？ 
研究 例题： 


( p ( x ) 


/”（上） 


其中 < p ( x ) 


解可能，如函数序列 



(m = 1 ， 2, …）. 

若 . r 为无理数. 
若 x 为有理数. 


/”⑴=㈣ (v = 1 ， 2“0, 

n 


... /、 — jOd 为无理数， 

其中 9 x _ il，r 为有理数. 

显然 •/"(:) 在(一 00•十 rc ) 上每一点皆不连续，但由 I A ( x ) I < 
丄知，在(一 co ，+ oc ) 上一致趋于零而/( X ) =0在(•一 00, 

n • 

+〜） 显然是连续函数. 

【2784】 证明: 若级数丨 /,☆) 丨在区间[〜幻一致收敛， 

n- I 

S 

则级数 Ex , ⑴在区间 0,6] 也能一致收敛 • 
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证由题意知，任给0,存在 N = N (6) ，当 rJ>N 时，对 
任 *r 6 0,6]，任 P G N 皆有 

I/.H ( X ) i +|/„. 2 ( X ) | + …+ 丨 /— ( I ) | < $， 

由丨 /,rfl (I) + /,rf2 (X) + …+ /_ (JT) | 

< l/^i(x)|+ 丨 /— 2 (x)| + …+ |/^>Cr)|<e ， 

3C 

知级数 H / nU ) 在1>，6]上一致 收敛. 

n— I 

or. 

【2785】若级数在区间 [ a ，6] 绝对并一致收敛，则 

n—\ 

级数 I ； I fAx) | 在区间 [ a ,6] —定能一致收敛吗？ 

fi=l 

研究例题2 ( — 1)”（1 一 * rXr ”， 其中0 < I < 1. 

11*=1 

sc 

解不一定，如级数^(一 l ) n ( l - x ) x w 在 [0,1] 上绝对并 

且一致收敛，但其绝对值^数不一致收敛.事实上 x 6 [0，1]时 

•>? 

^\(- ir ( i - x ) x n \ = 2( i - x ) x % 

n=l / l=I 

又由 2769 题知; 2 (1 _工)/在[0, 1] 上收敛.但不一致收敛.下面 

n -1 

证明2卜 1 >” ( 1 1)，在 [0 ,1 ] 上一致收敛.当 《r = 0 ，《r = 1时, 

n=\ 

级数显然收敛.当 ： r 6 (0，1)时 


^c-ira-x)x n = (1 一 x)^] (— 1)1' 

n—] n=l 

是交错级数且满足菜布尼兹条件,收敛.为证$ (— ira - x)x 
在 [ o ， i ] 上的一致收敛性，我们只要证明其余项* 

R n U) = 2 (-DHl-x)^, 

k^n+\ 


170 



① 


一 致趋于零即可.又 

I R n U ) |<(1-工)产、： 6 [0,1] 

令 g u ) = e [ 0 , 1 ]， 

易知 g ( x ) 在 X = ^处达到最大值.于是，当 X 6 [0,1] 时， 
从而，由①知 

\ R „( x ) | < (工 G [0,1 ],W = 1，2…）， 

故我们有尺,(1)在 [0,1] 上是一致收敛趋 于零. 

【2786】证明绝对收敛且一致收敛的 级数： 

on 

E/” ( 工） （ o<*r<i )， 

0, 若0<1<2~ ( 心 ； 

其中 /” Cr ) =- jsin 2 (2^7 tr ), 若 r (lrH> < x < r w ； 

0, 若 

不能用收敛的正项数项级数作为其强级数. 

证首先证明 t / n ( o :) 在 [0,1] 上是一致收敛的，令 

/I s * 1 

‘ (x) = / 於】 Cr) + / 奸 2 ( 工 )+ …+ / 咖 (: r) , 

: rG [0,1], 



其它. 
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吉米多维奇数学分 析习题全 解( 四） 

于是 I Ip Cr ) 

n^r I n 

从而任意 f > 0 , 取 N = [+] ，则当《>~时，对任 16 [ 0 , 1 ]， 
任/ N , 皆有丨 R ntf > ( x ) |<匕故由柯西准则， Z / W ( x ) 在[ 0 , 

w=l 

1 ] 上绝对收敛且一致收敛，下面证明不能用某正项收敛数项级数 
作为其强级数，用反证法，设 ，〜 > 0 是收敛的强级数，即 

W=1 

I /“ 工） 1< 〜， (”= 1,2— , Vx 6 [0 ， 1]). ① 

现取 心 =|2-( 朴"， 

有 2 ~ ( " H ) < x n < 2 ", 

于是 a „ f „( x n ) 1 = ^ s \ n 2 ( 2 n ' : nx n )= 丄 > 0 , 

n Ti 

# 

由收敛，有 t 1 也收敛，矛盾. 

rr=l n=l n 

【2787 】 证明: 若级数 f % U ) 的各项在区间 [〜 6 ] 是单调 

函数.该级数在这个区间的^点绝对收敛，则该级数在区间 0 , 6 ] 
是绝对收敛并一致收敛的. 

证 由题意， 2 丨 —)1 与 2 丨 許⑹ I 皆收敛，令 

w=l n=l 

U n = max( I < p n { a ) | , | %(6) 丨 ）， 

由 0 <[； n <|^( 6 ) \ + \< p n Ca ) I 知 收敛，又 pCr ) 在 [( 2 , 6 ] 
上单调，于是 n 

I ( pAx 、 1 ^ u n (a ^ x ^ b 9 n = 1 ， 2 …）， 

据维尔斯特拉斯判别法知级数 t %( x ) 在 0 , 6 ]上绝对且一 

»=] 
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§4. 函数项级数 第五章级数 

» ■ - — 1 — ■■ - ■ - - — - — - ■■■■ ___-_■ 一 - 

致收敛. 

>，• 

【2788】 证明： 幂级数在全部位于其收敛区间内的 
任何闭区间上都是绝对收敛 ^ 一致收敛的. 

Z>D 

证设幂级数的收敛区间为(一 i ?, i ?)( R >0), 任取 

w=0 

[ a ，6] [ (― jR ， jR ) ，令 / = max ( \ a \ 9 \ b \) ，故任意 *r 6 [ a ，6] 有 

I ^,Jr n |<| a„ !•( / | H =1 a„l n U 


由题意知 2 I a ,， I 收敛，因此，幂级数在 [ a ，6] 上绝对且一致 

w=0 

收敛 • 


【2789】 


设 ― 00 , 


x 


且级数 

#1-1 



收敛.证明 :级数 


r> •: 


在任何不含有 Ah = 1，2,…）点的有界闭集中都是绝对收敛并 
一致收的敛. 

证设 S 是任一不包含“ (《 = 1,2-) 点的有界闭集.于是 
存在 C >0, 当 : r 6 S 时有丨 a * 1< C , 且 


I — |^ 1 (72 = 1，2…）， 


又由题设；|] 

«=1 


士收敛，有 


lim -； - r = 0, 

w I I 

于是存在沭当/ 2 >队对任 16 5，有|工|<|，从而，当”>~ 

a u 6 

时，有 I —-— I = -| - L j • —-— 

x — a n I a n I I i _ j £ I 




173 



吉米多维奇数学分析习题全解(四 ）I 




又 t 收敛，于是$ 

w=l ^ \ a n \ ft=] 



在 S 上绝对且一致收敛. 


【2790】 证明: 若级数收敛，则狄利克雷级数 f %当 

n=! n-l 11 

: r >0 时也一致 收敛. 


证因为 0 对每一个 T > 0皆是单调的.又 
当 ： r > 0时一致收敛，因此，由阿贝尔判别法知 f ； %当 : r 

，，=1 W =1 ^ 

> 0 时一致收敛. 


【279〗】设级数 f ^收敛，证明 :级数 e—a 在： r >0域 
内一致收敛. 

解因为 0 < e i < lCr 彡0)，且 { e i } 对每一个是 
单调的，又 t 〜在 上一致收敛，因此，由阿贝尔判别法，级 

n ^\ 

oc 

数乏在 a * > 0上一致 收敛. 

|»=1 

【2792】证明 ：函数 / Cr ) = f F 在域一 oooc+oo 

«=1 n 

内连续并具有连续导数. 

证由|_|<古，_表收敛知，__在 ( 一％ 

十⑺）上一致收敛，又由^在(一 03, + CO ) 上连续，因此 f ( x ) 
▲ t , 在(―=-， +-) 上连续.又^，且级 


174 



§4. 函数项级数 第五_ 级数 


数 f CO^； 在 ( -O3，+O0) 上一致收敛，故/⑴ = 

«-1 n 71 

(一 CO, +oo) 上连续 • 

【2793】证明 函数： 


/( x ) = S 


—CO 


(”一 * r) z 

(1) 在一切点上有定义且是连续的，但整数点 x 
土 2,…, 除外； 

(2) 是周期等于1的周期函数. 


0 , ± 1 


证 


把级数 S 

n—— ^ 


A 分为两块: 


(八)§ ^ 和⑴) | (3^. 

易知，当了6 N) 时级数 (A) 收敛，当 x ^- k ( keiN ) 时，级 

数⑺）收敛，因此，当1关0,士 1，土 2" •时，级数 f 收敛. 

(1) 于是 /( x ) 在除去 *r = 0, ± 1，土 2…外的一切点上有定 
义，设: r。 是定义域中的任一点，则令: r。 6 (1><>]心。]+ 1)，令 

[jt 0 ] < a < jt 0 < 6 < [> u ] + 1 ， 

则 [a，6_] 是 （[.r。]，[xj + 1) 上包含 : r „ 的一个闭 区间. 记<?= 
max( U 丨，|6| ) ，在|>,6]上考察级数 (A) 和 (B)，x 6 [a，6] 知， 
存在 〜 ，当时有 

__1__ <_1^ < __ l _. 

(m ) 2 ^ (”-| x |) 2 ^ (n-q) 2J 

__1__ < __1__ < 1 
(—” 一 :rV 、 (n—\ x I ) l ^ (n — q ) 1 


又收敛，醜，雛穴 






和2 




— n 一 x ) 


在 


-“， 6] 上一致收敛，于是级数 1 77^和2 在， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


6] 上一致收敛，即 f 7 — 1-^3 在0,幻上一致收敛.又由 


(n — x ) 


(n — jry 

在[>，幻上连续知，该级数的和函数 fU ) 在[〜幻上连 


续从而 fix ) 在点处连续. 

(2) 当 x #0,± I •士 2…时 


/Cr+1) 


[»— (^+ I )] 2 




[(?i 




令 //J = fl — 


2 


( m - jc ) 2 


fU ), 


所以，当 r 关 0, 土 1, 士 2 … 时, /G ) 是以1为周期的函数, 
【2794】证明 :级数 


20re“ wr - （w — 1) 了 e. r ], 

在区间 ()^ x < 1非一致收敛，但是它的和在这个区间是连续 
函数 • 

证由 

w 

S M =■- 2 Ore 士 一( 々一 lXre M —”’]= ;a e 14 . 

1 

知 S ( x ) — limS M fx) = linrnre’ = 0 (.r f - [0,1]) • 

® .然在 [ o . 1]上 连 l 但该级数 i [0. 1 ] 上不一致收敛，用反证法， 
设该级数在 [0.1] 上一致收敛，于是任 e >0,存在 N = / VU ) •当 H 
>.\'对仟意 16 「 0 . 1 ]，皆冇 

■’ S„ (x ) 一 SD 丨 、: €• 

现取匕= Y e "' ，则存在队，当 " 时•任了 e [0 • 1 ] ,皆存 


I S w (x) |< e ti = -ye 
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今取 X = — ，从而 

n 


但 


s ”( X ) H e ' 

S K ) 卜”(士卜•士 e ， 


e-，>fe 


矛盾.因此 


2 [肛 


1)以- ( ，厂〜], 


在 [0,1] 上不一致收敛 • 

127951确定函数 fU ) 的存在域并研究它的连续性，设 


(i)/( 工 ) = 2(0” 


(2) /(，）= S 

11^1 

CC 

(3) f ( x ) = 2 

|»=1 

证 （1) 由 


_r + ” （一 ir 


(1+ I 2 )， 




I j * 丨， 


知，.当 |^|< i 时•级数绝对收敛.当 jx |> 丨时，级数发散当 
i ^ ! = 1时，通项不趋于零，级数发散，所以 /(. d 的定义域为 
(― l ， l )， T 证/( I )在(一1，1)内连续•令0<5<1，当丨 1 丨 < 1 
-在时 • 

|(， 4 ) 1 <(卜 O "， 

而 S ( u + 士 )” 收敛•于是级数2卜+士厂在 [-1+ U - 

5] 上一致收敛，从而 fU ) 在[一 1+ A 1—5] 上连续，由3可以任 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


意小，知 /( ： r> 在(_1，1)内连续. 
(2) 因为 


— 1) 
• r 2 +” 2 


——-- 1- C— 1 ) w —— -—— 

: r 2 +n 2 ^ 丄 ’ x 2 +n 2 


由阿贝尔判别法知 f ； (一 1) 


n “ 

x 1 + n 2 


在(一 oo ，+ oo ) 上一致收敛， 


因此，其和函数在(一 oo ，+ ⑺）上连续，又 vc > 0 , 当 [- C ， 


C] 日寸 』 m 


^2 - 2 收敛，有级数^ 


rr n 


n 


[- C \ C ] 上一致收敛，从而其和函数在 [— c ， c ] 上连续，由 c 的任 
意性知上述和函数在 (一 00, +〜）上连续，于是 / Cr ) 是这两个级 
数的和，在(一00, + oo ) 上有定义且连续. 

(3) 当： r 尝0时，由 


lim 


( i + x 2 y 




IT? 


<i, 


知级数绝对收敛，当 x = 0 时，级数收敛到零.于是 /( x ) 的定义域 
为 (一 oo , + oo ). 设任取一点 Xo G (― °°f +00).且1。关0,不妨 
设 X 。> 0,我们取 a 、6 满足0 <a < o：D <6,显然当 :r e [ a ， A ] 时 
有 . 

— ^ — < _ ^ _ 

(l+x 2 ) w ^ (l+a 2 ) w * 

MS (1 上 2) ” ㈣ ，找 t "心” *[ a ,6] ±- 驗乳 X 


(1+ jt 2 )” 


(1+ 工 

因此， / Cr ) 在1 


in = 1，2,…）连续，从而和函数 fix) 在 [ fl ，6] 上连续， 


X 。处连续，且 


/⑴=^2 


(1+X 2 )" 


1 + 


，Cr 关 0) 


1+ x 2 
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§4. 函数项级数 藍：皇 級数 


于是 



: r = 0, 

: r 弇 0. 


由此,我们有 /( x ) 在 : r = 0处不连续，在 x 参0处 连续. 

【2796】设= 1,2,…）是 [0,1] 区间的有 理数. 证明 

函数 

/( x ) = g L : — f 」 (0<： r < l )， 

具有以下性质：（1)连续性； （2) 在无理点可微分和在有理点 


不可微分. 


证 


(1) 由 I € [0，1]知 


，乂琴辜收敛，故 


2 1 X ~ rrt 1 在[0，1]上一致收敛.而 1 (n = 1，2,…）连 
1 ° 5 6 

续，因此，和函数 / Cr ) 在[0，1]上连续 • 

(2) 设: r 。 6 [0,1]，且心为无理点，当 a 时 


其中 

又 

于是 




/(^)-/( Xo ) 二 

Ho … 

= \ JC — r n 丨 一 丨 J 0 — 〜 

" 3 ”Cr- ： r 0 ) 

\ X — r n | —I x 0 — r n I <| (x — r n ) — ( x 0 

=\ x — xo N 


① 




(n = 1,2, …）， 


r n ) I 


vjx ) |<^， （: TT ^ Xo )， 


因此级数 ^]% Cr ) 在 (0， l )，: r 关: r Q 上一致收敛.此外，对每个固 

定的 w ， 由于: r 。 ，故当 :r 与 J ：。 充分接近时， (: r — r „) 与(0：。一 r „) 
N 号，于是 

limt 4,(: r ) = ^ sgn ( x 0 — r ”） (n = 1，2，".） ， 


从而当 :r —: r 。 时，; 2 %⑸可逐项求极限，由①式有 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


lim 


/⑴— f ( x 0 ) 


jo — Xo 


lim ^7； w ( x ) = 2 lim * z ; w ( x ) 


n= 


=\ 


2 ^ sgn ( x 0 — rj . 


因此， /( x ) 在点 O '。 处可微，且 

/(x 0 ) = 2 isgnC^o — r”）• 

设 A 6 [0,1] 为一个有理点，则 A = 、 ， m 为某正数，这时①式 

为当 J " # : r 。 时 


其中 


fU )- f ( xp ) 


v m ( x ) = 



= Vm ( x ) + 

b^m 

r m | — I To — r m I 


② 


3 m (x — x 0 ) 


I 工 一 工 0 I 

3 m (x — x 0 ) 


p s gn(i 


JT 0 ) 


类似于① 知：当 


X 


^- r <> 时，冗 w ( x ) 可逐项取极限，得 

k^m 

lim ^^( x ) = 2 limt4 (: r ) 

i k^m 


2 ^ gn ( x 0 


又 


k^m 

lim v m { x ) 

•r^r 0 + 


T 


J>)t 


， lim v m ( x ) 




于是 limwCr ) 不存在，由②式即知 lim 乂⑴ - — /( Jo ) 不存在，故 


X — Xo 


/(. r ) 在点^不可微. 

【2797】证明黎曼 （ 函数 

在 X > 1时连续且在这个域内具有各阶的连续导数. 


证 


由 *r > 1知 t +收敛，各项求导后所得级数为 
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- E 夢则有在[…]上一致 
收敛，事实上，当 xe [ a ， oo ) 时，有 


lnrz 


n n 


又由 


Inn 


lim 


a 

utl 


iimi^ = 0 


而 §★( 


a + l 


> 1) 收敛，于是 ^ _ 收敛，从而级数 t _ 


在 0, oo ) 上一致收敛，又 ¥(;/= 1,2,…）是* r 的连续函数，故有 


〜） =- 2苎， 


① 


且 ^( x ) 在[心 oo ) 上连续，由 a > 1的任意性知①式对任意 r G 
(1,00) 皆成立，且 < Cr ) 在 （1,00) 上连续，于是 CCr ) 也在(1，①) 
上连续. 

由数学归纳法，且对任皆收敛，同 

/ 1=1 71 

理可 证:任 々6 > Cr ) 在(1， + m ) 上皆存在且连续，且 


|»=1 71 

【2798】证明0函数 

+00 

6(^ = S f 2 ' 

»=—oc 

当 x > 0时有定义且可无穷次微分. 


6 (1，+⑺）. 


证 令〃„(：?：) 


: 9有 U ^( x ) = ^ r ( X )， 于是对 0( X ) 


2 A ( X ) 收敛可微性只要考虑级数 
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Cr >0)， 

11=1 

即可. 

任意 x 6 时，有 

0< e ~^ <~4*， 

nx 

而级数 f (X > 0 ) 收敛,从而级数;^； e 收敛,对级数各项 

”=” 0 71 X n=\ 

求导后有一 7 W 2 下证该级数在0，+ OC ) 内是一致收敛的 

(e > 0). 事 i 上，存在⑺ > 0, 当; 2 彡叫时 ，对任 : r 6 [ e , + oo ) 皆 
有 

0 < TW 2 e^° ,Zx < 7T71 2 e~ w2c < 

又念夫收敛，从而 级数文 > V 义在0, + oo ) 上一致收敛，又 
级& 的各项都是连续函数 I 故有 




在[£， + 00 ) 内连续可微，由 e > 0的任意性知 d ( x ) 在(0，+ co ) 上 
连续可微，且 

•for 

^Cr) =- 2，: r e (0, +oo), 

n=— 

同理可证 I ^ Cr ) 的可 微性. 由数学归纳法，且存在〜 > 0,当 rz > 
〜时 ，对任 : r 6 [ e ，+ oo ), 皆有 

0<(丌” 2 )一。<夫， 

从而 0 Cr ) 在 (0,+ cxd ) 内々次可微，这里 N . 因此， 0 Cr ) 在 (0, 
+ oo ) 上无穷可微. 
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函数項级数 第 I :竜级数 

【2799】确定函数 fU ) 的存在域并研究它的可微性，设 

⑴ / ⑴ =| 帶； 

(2) /( 禮姑， 

解 （1) 当: r 关 _々 a = 1，2,…）时，级数是交错级数，由莱 
布尼兹判别法知;收敛. 

it-1 W 卞工 

任取: T 。，:?:。 =^— k(k G N ) ， 

1° 当 1 。> 0 时，取 /3〉: r 。， 于是 or。G f 一 +，<],令 
* ,、 c-irx 

以工) 

则 u n (x) = ” = l,2r“，*re —士， #]， 

且在上连续，又单调下降且一致趋于零，这 
是由于 xe [―士，卢],”>1时，有 

71 

(?i + x ) 2 

又§ ( -”*有界，因此，级数与《'”⑴在[- »— 致收敛. 
从而 /( x ) = 2 ^二 11 ^在(一上可微，于是 / a ) 

W =J fl -t X \ L 1 

在 :r = « r 。 处可微 • 

2° 当 o :。< 0 时，存在怂6 N ， 满足 

— ( 々 0 + 1 ) <C J~ 0 <— 々 o ， 

现取 a ，/? 满足 

—( 々 0 + 1) <C a < x 0 < /? < — ko, 

在区间 [ a ，/3] 上 
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(-irn 

( rt -\- x ) 2 


连续，又 


(-1)^ 
(n + x ) 2 




_ n _ 〈 _ n 

rz 2 +2nr+x 2 ^72 Z -2 t2 | : 

_ n _ = 1 

n 1 一 2 7? I a I w — 2 I a I * 


于是 { Tn~+^y I 单调下降，且一致趋于零，又 I 客 ( 一 i ” I < 1 •因 

曹 

此 Zy ,,( x ) 在 [ a ，/?] 上一致收敛，从而 


• •一 m 

/(^) = y ^, u n ( x ) = 2 


(-D 


在 ( cr , 炉上可微，显然在 x = x 0 处可微，综上所述，函数 

r/ \ (— 1 ) W X 

在工 #- k ( k = 1,2,…）上有定义且 可微. 

(2) x = 0 时，级数显然收敛 
当 I 关0时，因为 


lim 




胜 卜 1 


III 


于是 : s 


I : 


rf m 2 +^ 2 


fU ) 


( x ^ O ) 收敛，进一步有 

= S 岛， 


在(一 oo , + oo ) 上收敛. 


设 〆 J ：) =念 2 士 - 2 ，显然 g ( J ) 在(一 oo ，+ oo ) 上有定义， 

/|=! 71 卞工 

于是 / Cr ) =丨 * r 卜 g (: r )， 任取 : r 。 6 (―°°，+①），则有 m > 0•满 
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§4. 函数項级数 第五章级数 

足 一 W<*T()<^2, 当 0*6 [― 7U，m] 时，有 

(^+^) h I Vrrt?y I ^ 2 f (” = 1 ， 2 ,…)， 

而宕寶 收敛，故在[—讲， m ] 上一致收敛.进而 

g ( x ) 在[― // i ， m ] 上可微，于是 〆 : r ) 在 a : = :^点可微，又 | a : 丨在 
了关0处可微，在 *r = 0处不可微，且 〆 x ) >0,因而 /( x ) = 
U I gCr ) 在0•关0处可微，在^ = 0处不可微. 

【2800】证明序列 •• 

f n ( x ) = — arctaru* w (n = 1，2，”.）. 

n 

在 (一 OO, +oo) 区间一致收敛，但是 

[ lim / M ( x)]^-i ^ lim 八⑴ 

/ r^OC ft ^ CK ^ 

证 由 

I arctaar w 号 (” =1,2, …)， 

知 丨/”(1)1<$ (” = 1，2 ,…， jt 6 (―°°，+°°))， 

LTI 

丁•是 /(- r ) = lim /„( x ) = 0， 

ir^<v 

现任给 e>0，SN= [g ], 当 7 z>iV 时，对一切 x € (—⑺， 

+CO) ，皆有 A, (J) -/ ⑺ |< 盖 < 2(NTn <7^ = £ * 

2 .冗 

从而,/„(: T ) 在(一 03, +CXD) 内一致收敛于零.又 

八⑴ = r $^， 

有 /”。)=如 

于是 lim/nCl) = \. 

而 \\ mf „{ x ) = 0,所以 （lim/Jo :))' = 0， 

yr^oc 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


于是 （ lim /,,( i ))’ |户】= 0 ^ - y . 

【2801】证明 序列： 

f n ijc ) = x 2 ++ sin??(jr + 号) 


在 (一 oo , + oo ) 区间一致收敛，但是 



[ lim / Jjr )]’ # lim / / „( x ). 

"■♦oo 

因为 

/( x ) = lim / w ( x ) 


又 


=lim(*r 2 + 士 sin” (: r + 号 ) )= 

I f n ( x ) —/( x ) I = ^- sinn(x + y ) 




于是任意的 e>o, 令 /v= [+]， 当”〉 iv 时,对任意 *re (—⑻, 


+ oo )， 有 I /„( x )-/( x ) |< e ， 

故在(一 oo , + oo ) 上一致收敛. 
乂 (\ imf n ( x ) V = f ( x ) = 


而 


八 (jt) = 2:r+ cosw(：r + 号). 


于是 lim /„ Cr ) 不存在.因此 
( lim / w (: r ) )’ / 

【2802&当参数 a 为% I 时 :（1) 序列 


fn ( jr ) = n ° xe ~ nr (n = 1，2,…）， 

①在 [0，1] 区间 收敛； 

(2) 序列①在[0，1]区间一致 收敛； 

(3) 能够在积分号下取极限 

lim f "( x ) da ? 


解 （1) 当 1 = 0时， /” Cr ) =0, 

当 I 參0时, a : € [0, 1] ， 对任意 aGR ， 皆有 


① 



lim /„( j ：) = limrz ^ xe - ^ = 0, 

故任意 a f / K ,/„ Cr ) So ， l ] 上收敛于函数 /( x ) = 0 
(2) 由 

f n {oc) = rfe^(l-nx), 

令 f n U ) =0, 

有 i = 丄， 

n 

而当 x < 丄时 / M ( x >>0, 当 : r > 丄时， /, Cr )<0, 故 a —丄 

n n n 

为 Ux ) 在 [0，1] 上的最大值点，于是 

0<AU)</„(^)=^ , e- 1 Cre [0,1 ])， 


当 a < l 时， 

rT l e ^ — 0 ( n ^ oo ), 

进而，任意的 e >0, 存在 N ， 当 rz > N 时,对一切 [0，1]， 皆有 
I f n ( x )-0 I < e ， 也就是当 a < l 时， /,,(: r ) 在 [0，1] 上一致收敛 

于零.当1时， /»(^)> 0,因而人 Cr ) 在[0，1]上不一致趋 

于零. 

(3) 由题设，问 a 为何值时，有 


又 


limf f n {x)Ajc = f [lim/ w (x)]dr, 

0 J 0 rr ^> 

[[lim/ n (x)]dr = [ OcLr = 0, 

Jo Jo 

lim f„(x)dr = limw a [ jre^dr 

0 Jo 


，(- i 


e~ n 


士) 


limw ^ 2 (1 — e -71 — we ~^) 9 


于是要使 （* ) 式成立，我们可问 a 为何值时 

lim ^ 2 ( 1 — e *" — we "" ) = 0. 




显然， a <2 时，有 
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(j*)dr 


也就是当 a< 2 时 

lim[ f n (x)dz — f iim/ w (j ： )dr, 

【2803】 证明 序列： 

f,Xx) = nxe^ nr \(n = 1，2, …) • 

在 [ 0 , 1 ] 区间收敛，但是 

[[lim/, ( (x)]cb- # lim[ / n (x)dr. 

证 当 : r = 0 时 

• /„(x) = 0, (77=1 ， 2, …). 

当 x # 0 时 ,= 0, 故 f„(x) 在 [0,1] 上收敛于零•又 

[(lim/ n (.r) )dr = [ Odr = 0, 

J U J o 


limf f n (x)dx = 1 

V 0 n 


lim nxe 7cr dr 


于是有 limf / rt ( x)dr 参 [[ lim / w ( x ) ] dz \ 

【2804】 证明 序列： 

f„(x) = rvc{\ —x) n An = 1 ， 2 , …）， 

在区间 [0,1] 收敛而非一致收敛，但是 

lim f n (x)dx = [ lim / w ( jr ) dr . 
n-^o^J 0 J 0 

证 当 :r = 0 ，:r = 1 时， 

f„(x) = 0 9 (n = 1 ， 2,…） • 

当 : re (0，1) 时，由洛必达法则知 

limnxd —: r )” = 0 = fix). 

于是人 Crr ^ IO ，：!] 上收敛于零 、下 面说明 /„ Cr ) 在 [0，1] 上不一 
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致收敛 . 现取€(>，使 


0 < e 0 < ^ ，任 7? 6 /N. 


令 




w +r 


有 | / "(^ii)— ，⑺丨 = l /n (»Ti)'' 0 

= ” •击0-土卜 ( ii 广 

于是 /Cr) l =e_1 . 

故存在时，有 

’" Lil ) 〉忐〉 e 。， 

因此 ，/„ (_r) 在 [0 ，1 ] 上不一致收敛 . 

又 \ [lim/ w (x)]cLr = [ Oclr = 0 ， 

J 0 ir^oo JO 

lim[ f„(x)djr = limf nx(l —x) w dr 

n ^r, J 0 J 0 

令 : y= i 一 j f 1 i 


y 1 S lim ”(1—W/dy 

0 

胜 ( 丄产 - 由 , 2 ) 


lim 


(n + lKw + 2) 


故 


lim[ / w (:r)dr = \ [lim/„(x)]dr. 

/r-^cx J o J 0 

【 2805 】在下式中 J^J^^^rcLr 在积分号下取极限是否 


合理？ 

解因为 


£te 


1 -\- n 2 x 


^JcLr = [ Odr = 0, 
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0 1 + nV ^ ^ /|o "" 4 - 

于是在积分号下取极限不合理. 

注: 一般地，若 { /„ (： r )} 在 [ a ， 6] 上一致收敛，则它是保证在积 
分号下取极限的一个充分条件，但若 {/„&)} 在上不一致收 
敛时,则不一定能保证可以在积分号下取极限. 

求解 (2806 〜 2808). 


【2806】 lim S 


(- 1 ) 


ir+1 


” 1-0 ~ 


解 


由题意可设: r 6 [0，1], 因为^ y < l , 且^关 


于；2单调下降，又级数 


(― 1) 朴 1 


在[0，1]上一致收敛，于是由阿 


贝尔判别法知级数 


2 


(-1 严 


x ” + r 


① 


在 [0,1] 上一致收敛，又 


(-D 


irH 


lim 


(- 1 ) 


n+\ 


• r ” + l 


x " + l ^ 

(-1 严 1 
2n 


在 [0，1] 上连续, 


，…） 


于是 


x^l n -1 71 J ： 卞丄 

« Jc +1 J 
_ 1 ^ (- l )^ 1 

~ 71 ， 


由 2661 题知艺 


(― 1 严 


ln 2, 于是 


Hm 2 


(-1) 於 1 


• r ” + l 


ln 2, 


W 

【2807】 lim 2(/—， 4 ' 1 ). 


^i-o — 
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解由題意，不妨设[0，1)，而 

办 /-， 1 ) = = — 1 1 p x) 

n=l n—\ 1 _ 工 

CO 

于是 limy ^( j "— J ^ 1 ) = \imx = 1. 

• T^l 11=1 

【2_ 忐. 

解由题意，不妨设 x e [0,1], 由于4在 [0,1] 上单调下 

n 

降,且小于或等于1，又;+在 [0,1] 上一致收敛，因而级数 

w -1 ^ 

S 2^在[ 0,1] 上一致收敛,又因为 A 在 [0,1] 上连续，且 

r 1 _ 1 

因而 linjS 2 ^ = 2 lim 2 V ^ = S i = !• 

x-^0 + n=\ L 71 n^\ j^O 乙 71 n=l 乙 

【2808. 1 】 lim f - j2 2 - > 

— T^i 1 + ^ ^ 

解由题意，可设: r 6 [ M ,+ oo )， M >0， 

* 0 < irb <^- e[M * +oo) - 

考虑级数 f ^ 7 在 [ M , + oo ) 上的一致收敛性. 

H=] ^ 71 

因为 lim ^7 = 0， 

TT 

于是 任 e >0, 存在 N >0, 当1>以时，有 

2 0< ^ <£， 2 

从而_在 [ M , 十⑺）上有界，又 j 对每一 o : e [ M , + oo ) 关于 
n 单调递减.又$ +在 [ M ，+ oo ) 上一致收敛，于是由阿贝尔判 

n^l ^ 


吉米多维奇数学分析习题全解(四 )= _ 

别法知$在 [ m . +〜）上一致收敛，因此，;^在 
[ M ， 十 OO ) 上一致收敛.又 

兇 r ^ = 0 ’ 

知 ii m 2 r ^ = 2]^ r ^ = 0 . 

t % m 

【2809】逐项微分级数 X ； arctan ^是否合理？ 

«»! n 

解由 

1 1 _ n 1 ^ 1 

且 S + 收敛， 于是 S( arct Ol = S A * 

(― oo ，+ co ) 内一致收敛:乂 

arctan ^ 


( arctan ；?L = 


我们有 tai ^ aii 今收敛.因此，原级数和的导数可以用逐项微分 

，，-1 71 

来计算. 

TVZ 

【2810】在 [0,1] 区间逐项积分级数; S ( x^i ~ x ^ >是否 

n -1 

合理？ 

解设 

n 

S „( x ) = 

于是当 i = 0， l 时， 

S n ( x ) = 0. 

当 :r G (0，1)时， 




S n ( x ) 


x 
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§4. 函数項级数 築土上及茲 


从而 

令 


S(x) = limS M (j*) 


0， 

1 —: r ， 


e 。 6 (0，+) ，对任 w 6 / N , 


: r = 0,1， 

0<x< 1. 


取 

有 


fi 


x lftr \ f 


\S„(s n ) —S(x n ) I = y >e 0 


因此， S „(« r ) 在 [0,1] 上不一致收敛. 


又 


J [^"1 ( 了占 —) ]dr = J (1 —x)dr 






2n + 2 





2 ”+ 2 



于是本题的级数在 [0,1] 上作逐项积分计算是合理的. 

注:此题说明，级数在0,6]上一致收敛仅是可以逐项积分的 
一个充分条件. 


【28 U 】 设 / U )(- oo <： j ：<^^) 为无穷次可微分函数且 
它的导数/^(^)(”=1，2,-)的序列在每一个有穷区间(〜6)可 
--致收敛至函数 < pCr ). 证明 cpU )= Ce ^ 其中 C 为 常数. 

证因为 / Cr ) 任意可微，于是 /°° Cr ) 在内连续且可 
微，又 


f n ) ( x ) Z ： 9 >( x),xe U ， b \ 


且 /^( x ) Z ：^( x ), x 6 ( a ,6), 

从而 < p ( x ) 在 ( a ， b ) 内可微，且 

< p \ x ) — [ lim /^(: c )]’ = lim [/ (n, ( x )] / 

' rr-^oo 
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== <p(x). 

于是我们有 

ln ^ j ( x ) = x + Cf 

即 ？ Cr ) = Ce%C 为 常数. 

【2811. 1】设函数/„(•!•)，；!= 1，2，”.在(一00，+00)有定义 
且有界，而且在每一个0,6]区间由此能够得出 
lim sup/Cr) = supp(x) 吗?研究例题 /» (x) = e -0 ^) 2 ，n = 1,2,—. 

J s 

解不一定，如 

fn^oc) = e，n = 1 ， 2 ,…， 

显然 任意 r G (— ~,+ m) 

有 (p{x) — lim/”(x) = lime~ (z_w)2 = 0, 

7 f-^rx) ff^ao 

且 I /” (文 ）1= - (上 )2 - < 1，（” = 1»2,—). 

又 一 00 < a < 6 <+00，在[/2,6]上，令 

M = max{ | a | ,丨6 | } ， 

有 1 入⑴ 丨 = 六<;^， 

于是 /”(1) It 0 9 x 6 [_a,b]. 


而 

于是 


supp(ar) = 0,sup/„(x) 

x jr 

lim sup/ n (x) = 1 0 - 


supe 

X 

upp ( x ). 


§5. 幂级数 


1. 收敛区间对于每一个幂级数 

go - \~ a \ {x — a ) + *** a n {x — aY + … 

都存在收 1 闭艮间 TTx — a I 级数在其内收敛，而在其外部 
发散.收敛半径 i ? 可辰据柯西二 7 阿达玛公式 确定： 



hi 


lim 



如果极限存在，则收敛半径 尺 也可以按照下式计算： 

R = lim . 

Q IT H _ 

2 . 命疏数 

CO 

Six) = ^anX n { I x |< /?), 

在收敛区间的端点 R 上收敛，则 
S(R) = lim Six ) , 

3. 泰勒级数点的解析函数 /(： r) 可在这个点的某个邻 
域展开为幂 级数： 


/(x) = X] ’ 上) (工 ~ fl )、 

k^o 皮！ 

这个级数的余项： 

R ， , （ x) = fix) - 2 -^r^-U-a) k . 

4=0皮！ 

可以写成： 

K(x) = (0<, 

(拉格朗日型）或写成 、~ j 

R n (x) = trs ( —— (1 - 氏）” (工一 aY kl , 


Kix) 


(x-a)^ 1 (0<^<1) 



(柯西型). 

必须记住以下五个基本的展 开式: 


(1) e x = 1 + O' + + …+ + … （— OO < a: <4 - oo )； 

( 2 ) siar = x — fr + ••• + ( — 1 广 1 ~r-rr + …， 

3! (Zn — 1)! 

(—co<x<+°°); 

(3) cosj: = 1 —+ ••• + ( - l) n [ + …， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


(― 00 <x<+°°) 


(4) ( l + x) w = + + 


m(m — 1) … （ t ?2 — 71+ 1) 


: r”+ …， 

(-1< x <1) 


(5) ln ( l + x ) 


— T + 誓 + (- D ,r " 1 7 +…， 


(- l < x < 1). 

4. 幂级数的运算 在公共的收敛区间丨|<尺 内有: 

«> OO OC 

(1) — a ) ”士 ^jb n {x — a) n = Ylian 士 6JCr — “ 广； 


n^O 


#i*=0 


( 2 ) ^a n (x — a) n ^b n (x — a) n = ^]c„(x — a) n ； 


n =0 


其中， 


aob n +a } b^i + — + a w fe 0 


(3) 


(4) 


I C» oc 

jJ ^ a ^ x ~ a ^ n ~\ = + — a ) ,f ; 

n =0 11=0 

J [_ a »( n )"] d 2： = c + 2 


5. 复数域的幂级数 研究级数: 


^, c n ( z ~ a )\ 


其中， 


/»»0 

c„ = a n + ib n ,a = a + ifi 
z = x^-iy^i 2 =— 1 


对于每一个这样的级数都有一个闭收敛圆 I |<尺，在其内部 

该级数收敛(而且绝对收敛），而在其外发散.收敛半径 R 等于幂 

级数|] I c „ 丨，在实数域的收敛半径 • 

定下列幂级数的收敛半径和收敛区间，并研究其在收敛区 

间端点的性质 (2812 〜 2832). 
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12812] 2 4. 


n 


解令^ 


由 lim i 


lim 




(n + lV 


lim (出) 

\ 71 / 


= ii -( i + ir = 1 - 

于是收敛半径 /? = 1，从而收敛区间的端点为 : r =一 l，:r 


1情形，若/>>1，则 


-1) 


绝对收敛，若 0 <p 


<1，则2 


一 1)，， 


条件收敛，若/><0,则 


-I ) 1 


发散 • 


1情形，若/>>1，则2 +绝对收敛，若/><】，则 


g 发散. 


【2813】2 


解 令〜 


3” + (-2) 


3^ + (-2) 


(工+1)' 


lim 


ci n = 丄 

“rrH 3 ’ 


知该幂级数的收敛半径为 j ， 于是级数在 loT +1 |< j 上收敛，从 


而收敛区间的端点为 X 




r =— f 情形，此时幂级数为 

.(- I ， 4 = 女 [(-1 ， I (音 )” 

n =i n J w L 行丁 w • 
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(音) 


irt-1 


n + 1 




(f) 


i < 1 


n 


有 s 


收敛，又； f ] 


( 1 ) M Ai « m -=3=^ \ l > 4 


收敛.因而当 


X 


时，幂级数 


rt— 


收敛 • 


2 


2° * r =— f 情形,此时幂级数为 


S 〒⑴、I 


-7 + n 


r 


由1°知£ 


(-音) 


绝对收敛，又 1 发散，于是我们有 


x 


时，幂级数发散. 


综上所述，幂级数收敛域为[― 4， 音). 

128141 §&• 

解令 


a ，誤， 


由 lim 


dn 
a irH 


lim 

n ^oo 


(272 + 1)(2/7 + 2) 

(72+1) 2 


4, 


知，收敛半径 R = 4 ，从而收敛区间的端点为 x =— 4 ，x 
1° a : =— 4情形•由 Stirling 公式 


n \ = v 27 rrm n e" n (l + o ( l )) 


有 


( n\y 

( 2 n )\ 


(_4)丨 


(727my2"e") 2 (l + Q(l)) 

yi^(2n) 2 ”e_ 2 ” （ l+o(l)) 


4 n 
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于是 


lim 


= \/ mr(l + o ( l )) ， 
-(2 n )> |- +0 °- 


从而级数 4)" 发散. 

2° ^ = 4 情形，此时幂级数为 


^ (”！） 2 4” 

72^)1" 


(2 • 4 • 6.”（2；2)) 
^ 1 • 3 • 5".(2 n - l ) 


令 


2 • 6*"2n 
• 5".(2 n 


( 2 n )\\ 

(2/1-1)! 




故当 x = 4 时，幂级数收敛.综上所述该幂级数的收敛区间为 
(-4,4]. 

oo 

[2815] S〆 (0< a < l ). 


解令 a 


e (o,i), 


lim 

ii^oo a^i 


lim 


于是收敛半径尺 =+ oo , 收敛区间为 (_ oo , + oo ). 


【 2816 】 


解 


•】1(0。 

令〜 = ( 1+ 9”， 


由 lim 


lim - 


jiiir 

(七) 




e 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四 ）I 


有收敛半径 Rf ，从而收 敛区间 的端点：=士含， 


义 


g+Y •(士 +)1=( i + y(ir 


e 


有 


lim 


«)° 2 ( 士 +) 


1^0, 


所以幂级数在收敛区间的端点处发散，即收敛区间为 (一 n ) 
【2817】 2 4 ^ n (^> D . 


a 


解记 a , 


由 lim 


n \ 

7 




lim 互 


+ oo ，（ a 〉1)， 


^irfl I 《 + 1 

知收敛半径为 i ? =+oc, 于是收敛区间为(一 OO, +OC). 

f^rl •3.5".(2n-l) yp-l、” 

L 2小6".(2”）」 （ 2 J • 


【2818】 


解 令 

= !™[ 2 ( l + l )1 = 


由 lim 


2 


— l,x = 3, 


知收敛半径为 i ? == 2,于是收敛区间端点为 i : 

(1) 1 情形，此时级数为 

由2689题知 :若/ > > 2，该级数绝对收敛;若0 < p < 2，该级 
数条件收敛;若/> < 0,该级数发散. 

(2) :r = 3情形，此时级数为 


令 / 2(n—1)!! V 

( 2n )[\ ) 9 
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§ S . 幕级数 


第五章级数 


当/> > 2时，该级数 收敛; 当 p < 2时，该级数发散. 

【■】 Sc - D - tcf ^ r ]-". 


解令 a ,, = ( — 


由 lim 

^ - ^ iH -1 


1 )” 

_ 


2 ff (”！） 2 Y 
(2”+l)!」’ 


嗖 (盟) 


2 〜 


知收敛半径 R = 2 ^ 收敛区间的端点为 o ： =士 2〃. 
( l ) x =-2^ 情形，此时级数为 
yf 4 w (rz!) 2 y 

合 L (2” + l )!」• 

仝 「 A n (n \) 2 r 

令“" = Lc 27 +mJ , 


念 =( 旣 ir=« 2 r 
= i + ^ + o ( 告 ) = i + 磊 + o ( 士)， 

知当 4 > ] 时，级数望收敛;当 f < 1时，级数发散. 


(2n)\\ 


① 


C 2 )x = 2^ 情形，此时级数为 

y (— lr 「」 l(_zLd = y (— ， ① 

U L(2t2 + 1 )!J u L (2；7 - 1)!!」， ⑴ 

由 2689 题知: p >2 时，由级数①绝对收敛 ;0< p <2 时，级 
数①条件收敛;当 P < 0时，通项不趋于零，级数①发散. 


_ 

M 


【2820】 

.解 令 A = 


m{m — \ ) . Am — n + \ ) /; 


m(m — 1) •••(;« — w + I) 


lim 


limj 

\m — n 


知收敛半径 R = 1 •于是收敛区间端点为 i 
( l ) x = 1情形，此时级数为 


±1 
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， I" I 

2 


m(m 一 1 )•••(//! — r? + 1) 

n\ 


§(:)， 


① 


由2700题 知：当 //! >0时，级数①绝对 收敛; 当一 l < m < 
0时，级数①条件 收敛; 当 m 1时，级数①发散. 

(2) x =— 1情形，此时级数为 



m(m — 1) •••(;/? —行 + 1) 

n\ 



② 


由 （1) 知，当时，级数②绝对 收敛; 当 m <0 时，若 m 是 
负整数，设 m =— 6 / N ), 则通项为 


K 々 + l ) … （走 + m - I ) 

n\ 


^ (n + l)(n + 2) … （々 + r ?- l ) 

一 ( k - l )\ ， 

于是当72 4 oo 时，通项趋于无穷大，级数②发散 ； 若 m 尹 

-Hk e / N ), 当 m <— ZU > 0) 有通项大于 

/(( ■ 十 1) … (/ + n —1) , 级数②发散；于是，当 m < 0 时，级数 

琴(-1)”(:)发散. 

【 2821 】 + (a > 0,6 > 0). 

n=I X 71 11 f 

解原级数是; f ] - x " 和; f ] ^ 的和. 

n-1 71 i»=l n 

对于级数 f 易知收敛半径为仏 = 丄，对于级数 

n a 

的收敛半径为 i ? 2 = 于是原级数的收敛半径为尺= 

/|=1 71 ° 

min ( R M /? 2 ), 收敛区间的端点为: r =士兄 

( 1 ) I =一 i ? 情形，若 a < 6,此时原级数为 
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① 


(-D 


»+i 


lim 


(- 1 ) 


(fl 

n+l 

(f)” 


< 1 , 


知 2(- i) w 绝对收敛•而绝对 收敛. 因此 , a 

< b 时,级数①绝对收敛.当 a > 6时，此时级数为 




② 


而2 ( - 1 )” 士条件收敛，§ (一 1广士 (舍)”当 6 ^时，绝对收 

敛7当6 = a 时，条件收敛.^于是当 a > 6时，级数②条件 收敛. 
(2) :r = K 情形，若 “<6,此时级数为 

p^mr=S[^^ 

由 （1) 知该级数绝对收敛，若 a > 6时，此时级数为 


m+mr=m+m) 


易知发散. 


【2822】 ( a >04>0). 


解令 


a w +b n 9 
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由胜亡[丽 


其中 


，一 IC^rH I 一: L 

= maxia ， 6 )， 

6= mi H ， o<0 < u 

max(a^b) 


知收敛半径 K = maxU ，6)， 收敛区间端点为 
又丨 i | = J ? 时 

胜為 =1 #， 


±R. 


故我们有 t 

w=l 


R” 


IPS 皆敛区」司为 


【2823】 2 4 


U>0). 


解 ~c n 




由 lim I I = lima V ^ T "^ = Iim < 

ir^oo |C,rfi I n-^o n^> 

知收敛半径 /? = 1, 于是收敛区间端点为 
( l ): r=l 情形，此时级数为 


lima 


士 1 




① 


n 土 -- 1 = ../^?;丄. •. ^ _ 

~ 7= -- - 一 + Vn + \ 

A Jn + - s / w + 1 


知 


limn 




， a > 1 ， 
， a < 1. 


于是由拉阿比判别法，当 a > l 时，级数①收敛;当《<1时，级数 
① 发散; 又 a = 1时，通项为1，级数①发散. 



§5 •幕级数 第 f 章级数 


( 2 ) 


1情形，此时级数为 


吝 ㈠ )，）， 


② 


由 （1), 当 a > 1时，级数②绝对 收敛; 当^<1时，通项不趋 
于零•级数②发散. 

综上所述，丨1 I = 1时，若 a > 1，级数绝对 收敛; 若 a < 1，级 
数发散. 

【2824】 


解令 a 


lim 




lim 






知收敛半径 K = 1，收敛区间端点为 
( l)i = 1情形，此时级数为 


(”+ 1) 2 + 1 

yTTT 

=士1. 


S V / 

因为0 <c — 

V 

是级数①收敛. 


+ 1 


① 


2 + 1 


< 


泰，且 S 泰收敛 (2823 题的结论). 


(2) x =_ l 情形，级数为 
y (-1)”3' 

由①知级数②绝对收敛. 


② 


【2825】 
解 ^ 


y' (2n)H 

±1 ( 2 n+l)!r z 


(2n)\\ 

(2 n + l )!!， 


lim 土 

^ : ° ^ W+l 


LTl + L 
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知收敛半径 R = 1，收敛区间端点为 X =士 1. 

(1) 1 = 1 情形，此时级数为 

今 (2n)a 
台（2” + 1)!!’ 

由拉阿比判别法知该级数发散. 

(2) t =— 1情形，此时级数为 


oo 

Sc-ir 

n=l 


(2n)H 

(2r7+l)H 


它是交错级数，由 


a»rfl 


2n-j-3 
2^ + 2 


知> _，又 



lim 

ir^oo 


(2n)M 


(2n + l)H 



于是据莱布尼兹判别法(— 1 广 


(2n)!l 
(2 n + l)!l 


【2826】2 


-iy 

n ! 


(t) 


解 令 


(- 




由 lim 


0計1 


lim 


士 ) , 

知收敛半径 r = l , 收敛区间端点为 
( l ) x =_ l 情形，此时级数为 

S 祀 )' 

由 Stirling 公式有 
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士 1 


收敛. 


① 



§ s .幂级数 I 第五章级数 


丄 _1 / JL\ W = 1 

n\ \ ^ I. y?^^n n ^ e ^ y/l^n 


而 s 


发散，故级数①发散. 


/ J --z=L 汉 HX»qx 圾 XX W /X.W 
n=I V 27 TM 

(2) ： r = l 情形，此时级数为 

§(- d " 忠 )' 

由⑴，網”〜 7b 有 


② 


有 


= 0 

rr-oo n \ \ e / 

忐 (f)” 

C ^ TW (^) 




>1 


(n + l )!\ e ) V n / 
于是级数②满足莱布尼兹条件，级数②收敛 • 


【2827】 
解令 




1+4-+•••+ 丄， 


lim 


於1 


知，收敛半径 R = l ， 乂 1工1 
级数的收敛区间为(一 1，]). 


1时 ， A — oo („ ^ m ) ，我们有该幂 


【2828】2 


解令 


3 + (-1)" 


3 + (-1) 


n \n 


lim 7 \ a „ \ 




知，收敛半径为 R 收敛区间的端点为 *r =土 + 
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(1) 1 = +情形 ，此时级数为 

e 4^， ① 

该级数可分为两部分，一部分为•—部分为 

S - (2k 3) 巧 ， 显然名各 发散 、X * Mffi 知 

S (2^1)2^ 7 收敛.于是级数①发散. 

暴 

(2) 、!• =一 +情形，同理，原级数可拆成一个发散级数与一个 

收敛级数的和，因此 ， T =一 I 时•级数发散. 

4 

、- (1+20" 

【2829 】 S - U 

解 令 

(l + 2 cosfy ， 

"，， = —1^ — , 

由 lim 7 \ a n | =3， 

知收敛半径为/? = +，收敛区间端点为 .r =± +• 

当 | . r 卜 j 时，设 r ? = 8 々•由 

NT ' (14 - 2 cos 2^7 r )^ !_ _ \， 1 

fr ( ■ —一 laT ;!^， 

而 ln ^ iln 8 > k + 1 ln 8 >0 知.级数 ^ 发散， 

对于 

n = 8 是 +1.8 是 + 2,…， 8々 + 7，（々= •- 1，2 •…) • 

情形，此时级数为 
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§5. 幂级数 


第五章级数 


S 


l + 2cosy) W 
Inn 


(土 士)” • 


① 


因为单调趋于零，又 

g|(l + 2cos f )-|.l<| ： (l±Vir 

<s(^#r 


<5. 


由狄里克雷判别法知，级数①收敛.综上所述，当！ 1丨=+ 

时，原级数是由一个发散级数和七个收敛•级数依次相加而得到 
的，因此，它是发散的. 

12830] 


解令〜 




由 lim ^7 = , lim = \， 
知收敛半径为 R = 1，当 I I 丨=〗时，由于 


收敛，于是收敛区间为 [—1,1]. 


(士 1 〆 
2 n 


【2831】2 


(- 1 ) 


㈤ 


-尸 


(普林斯海姆级数) 


解 


由忐卜’ 

知收敛半径1，收敛区间的端点为^=士1. 


( 1 ) 


•兮 

1情形，此时级数为芝^ 


一 1) : 


，由2672题知，该级 


n — 


7 \ 
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数条件收敛. 

(2) ： r=—l 情形，此时级数为 


n ’ 

令 A t = { n \ [_- fn ] = 1),(1= 1，2,…）， 
于是 A , 中的元素可表示为 

n = I 2 + 5,5 = 0，1，2,…，2厶 


设 



( — 

71 


(-1)^ 

l 2 +S 


21 


s=0 


(- D 5 
i 2 



{^+21 


-1 / 2 + 2 Z 


= 



① 


由于金 i 收敛，于是 收敛. 又当 i ） 时， a , n a ; 

/=1 1 /-I 

= 0 . 

oc 

所以 W = u A 2 u A 3 u*” ，易知级数①与级数 S ⑷有 

相同的敛散性，于是级数①收敛. < 1 

【2832】求超越几何级数的收 敛域： 


解 


1 ++ … 

1 • y 1 • 2 • 7 ( 7 + 1) 

a(g-\- 1). ■. (q-\~n 一 l ) j 9 Q 3 + 1). 

l*a..n-y(7+l)...(7+n-l) 

令 


1 ) 


Y + … 


a(a + 1)•••(<? + 打 一 !■)•••(/?+ 乃 一1) 

1 • 2— r ? - /(/+ l ) — (y + rz — 1) 
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lim 


lim 


. 幕级数 


(” + l)(y + ”） 



I (a + w) (^9+ n) 

知收敛半径 i ? = 1，收敛区间的端点为 : r =±1. 
当： r = l 时，此时级数为 


1 + 


a 9 P 


+ … 


a (tt + lW a + n - l >^9+ lW / H - n — l ) 


Qn 

^ rH-1 


1 + 


n!y(y+l)-(y+n —1) 
r — a-^+liOjL n 


i\O n |<L), 


知，当 y - a —0+ l 〉 l , 即时，级数 收敛; 当 
0<0时，级数发散. 

当 《 r =- l 时，由 


^ r , 
^ n \ ! 


1 + 


/ a — 0-\- 1 


4 


知，当 y - a -/3>0 时，级数绝对 收敛; 当 y - a - pc —1 时，存在 
n 0 >0,当时，有 i <1，即 | |<| Ah 丨，于是^>0, 

a 纤】 

级数发散;当一 — ^时,级数去掉有限项后，成为交错级 

数，且每项的绝对值单调递减，求通项(绝对值）的极限可写成无 


穷乘积 n 


t*t (a + rz)(^+ n) 
^( n+lKy + n )^ 




oo 

2>( 


a-3+l 


9) = — °°， 


(I (fn l<M), 
) ，由此，级数收敛.当 y 


于是无穷乘积的值为零 ，即〜 4 0 (n - oo ) ，由此，级数收敛.当 y 
_ a —0=— 1 时，由 

i = 1+4， 

a 於 1 n 

知无穷乘积的值关零. 于是〜 >0,级数发散.综上所述，超越几 
何级数的敛散情况 如下： 
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丨： |<1 


绝对收敛 

X |> 1 

- -- ! 

发散 

J * = 1 

Y-a — P >0 

绝对收敛 

y—a — 卢 <0 

发散 

X ―― 1 

y — a -^> 0 

绝对收敛 

—1 < y - a -/3<0 

条件收敛 


发散 


求出下列广义幂级数的收敛域 (2833 〜 2837). 




【2833】2 


(锫 r . 


n =0 


2 ” + l \ l+i 


解由 


lim 


T 3( irf ) 


2 w + 3 


2 w + l 




1 —X 


知，当 


l — X 

TTi 


< 1，即 : r > 0 时，级数绝对 收敛； 当 x < 0 时， 


x 


1 一 
1 +X 


>1，级数 发散; 当1 = 0时，此时级数为 t 发散. 


于是，级数 q 的收敛域为 (0 ， +co) . 

【2834 】 S ^sin f n . 

n -1 X L 

解由 



1 」 7T 




7T 



lim 

r ^4 -l Sm 

1 K 

7 ^ 

=lim 


1 

- i 

2 «-i 

翁- 

l 

= - 

丄 


rr ^ 0 ^ 


X 

7T 

2 

X 


知，当垚<1，即1 x 1〉+时，级数绝对收敛，•当 ui < 士，有 
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§5. 幂级数 第五章级数 


2 ^ 


>1，级数发散;当|1| 


时，由 


lim2 n sin 






717^0, 


知级数发散.于是级数 ^ sin ^ 的收敛域为 ( 

(音叫 • 


■ 

【2835】 S 


n^L 2n 2 ' 


解由 






I )及 


知，我们只要考察级数乙弓和 Z ; A 的收敛域，对级数 

11=1 2 ” rt —\ 2 " ^ 

Z $而言，由2815题知，收敛域为（一⑺， + co ); 对于级数 

1 u 

• 〆•、 

2 收敛域为（一 m ，0) 和（0, + OC ). 由此，级数 

f 1 2 n 工 

如 1 

S 4^的收敛域为 u 


【2836】 2(! + ^) 


e 


解由 


feV ( i + 士) 


e 


胜( 1 + 士） v 


e 


-( 产 i ) 


知，当 e - (1 ^ < 1,即1 + i > 0时，级数绝对 收敛； 当 e- (H ^ > 1, 
即1 + I < 0时，级数 发散； 当 I =一 1时，级数为 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 




〜而 


迚( 1+ 士 

于是该级数发散.综上所述，级数 1 十士) 


1^0 


0 


的收敛域为 


(- l ,+ oo ). 

【則 I 纖 f 

解 令〜 =織， 

由 lim i = lim ( 371)5 + 2 ) = 1? 

”oo a rrf 1 n-^00 y ( W 十丄） 

知，当 I taru : I < 1 , 即当 I a :—^ I < f a e 及）时,级数绝对收敛; 
当 I x-kK |>*|•时，级数 发散； 当 I x - ki , |=|时，级数为 

⑽，因为 


G，rfl 


(377+1)(3^2 + 2) 
9 (rz + l ) 2 


< 1 , 


于是〜 ^0 ( n - ~)，级数发散.于是，级数 

^ tarfj ： 的收敛域为 fx I x — kn \<^,k e ^ J . 

^ 【2838】把函数 / Cr ) =* r 3 , 按照二项式: r +1 的非负整数幂 
展开. 

解 fix ) = x 3 = [(:r + l ) — l] 3 

=(x + l ) 3 -3( x + l ) 2 +3 (x + l )- l . 

【2839】把 函数： 

fix ) = ―-— (a 7 ^ 0), 
a — x 
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展开成幂级数 :（1) 按照 X 幂 〆 2) 按照二项式幂—6,这里 


(3) 按照 j 幂.指出相应的收敛域. 


解 （1)/ Cr ) 




收敛域为 I . 


(2) fix ) 


a — b — (x — b ) 


a —— b i x — b 

1 - 7 

a —b 

收敛域为 I x — b |<| a — b |. 


V U-br 

^ (a-br H 


(3) fix ) 


一 1 


1- 






oc 

Zj Z^hT ♦ 

n—0 ^ 


收敛域为 1^1>1^|. 

【2840】把函数 / Cr ) = lar 按照差 : r — 1的非负整数幂展 
开，并说明展开式的收敛区间. 

求出级数的和： 


S 


- 1 ) 


/ f +1 


解 fix ') = ln(l + ( x - l )) = 2( -1 ) 


/r+1 


Cr -1) 


收敛域为 


s 


(- 1 ) 


n-\-\ 


•—1 |< 1，即 0 <*r < 2 .当 i — 1 = 1 时，级数为 
，收 敛； 于是当 0<« r <2 时，级数 


公-1产】 


( x - l ) r, 


收敛.因为 lar 在 x = 2处连续，所以 


S 


trr\ 


ln 2 # 
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按照 变量: r 的非负整数幂写出下列函数的展开式并求出相应 

的收敛区间 （2841 〜 2846). 

【2841】 fix ) = skr . 


解 /⑴ 




e " - 




i(§S-2 


(-1 W 


=0 


) 


„=0 (2/2 + 1)!， 
收敛域为(一°°，+°°). 
[28421 /( x ) = ckr . 


解 /( x ) 


+ e ~- 


% 

s 


JT 


n 


i (2”）！ 


收敛域为(一 +°°). 

【2843】 /( x ) = sink 

« r ( X 1 — cos2j- 
/⑴ = - 2 - 

on 


oo 

L L w = 0 


(―IV ， 


2 2 n x Zf, • 

(2^) T . 


U (2 n )! 

收敛域为 (_ m ，+°°). 

【2844】 fix ) = ( a >0). 

解 fix ) = 

/|=0 11 • 


由 lim 

妒 ♦oo 



ln w g 
n ! 


=I lm I lim 


vn \ 


0 


所以收敛区间为(一 +^ D ). 

【2845】 fix ) = sin (^ arcsiar ). 

解由 


arsiar 




yi - r 2 


r :( i+ ^+ 皆如十 


•T + 


2 


x 3 + 


2-4.5' 


♦ ♦参 


，（U I<1), 
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§ 5 , 幕缉数 I 第五章级数 


有 


j \ oc ) = fiarcsinx — ^7 ( arcsinx ) 


it 




arcsinr) 1 — • 




(1 一“ 2 ) 


(1-" 2 )(3 2 


x ° + 


收敛区间为(一 1，1). 

【2846】 fix ) = cos (^ arcsiar ). 

解 fix ) = 1 ~ ( arcsinx) 2 + ^ ( arcsinx )* 


- fr - 


( 2 2 


收敛区域为 (一 1 , 1 ). 

【2847】按照差 i 一 1的非负整数幂写出函数 / U ) 
开式的前三项. 

解 由 f ( x ) =尸知，/( I ) = 1，又 
fix 、 == ^(1 + lar) ， / ^1) = 1 ， 
f (j)= 〆 （1 + lar) 2 + 1 ， /’ （ l) =2 ， 

广 ( x ) = x i (x + lar ) 3 + 2x / ' 1 


〆 展 


- l ( l ； 


] )， 


广 （1) = 3, 


有 


/⑴= l + (x-l) + (.r-l) 2 + 4(x-l) 3 + -* 


收敛区间为 \ x-l |< 1 ，即 0 < 1 < 2 . 

【2848】按照变量 I 的非负整数幂写出函数 /( x ) 

(1 + x)^(x # 0 ) 及/( 0 ) = e 展开式的前三项 • 

解 由 /(: r ) = (1 + jt ) 士，/( 0 ) = e ， 

有 f ( x ) = (1 + x )^ - \ ln(l + x ) H — t - t —~ r 

x l jKI+j :)」 


a+j [-4 (I—I +f —…) -fh] 


( l + x )^[| 


1+x 


+ oU ) 


9 (x ^ 0 ). 

■ 


217 
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因为 /(6) 


Cr)—/(0) 

x-0 


芒介于 0与: r 之间，有 
f (0) = lim 


U ) — AO ) 


o' —0 


lim / ⑺ 




f (X) = (1 +x)^ I 音 -f - 1 ■ 上： 

+1 ln(l +_ r ) — 一会 + ^ x)2 


(1+ X ) 


([i 


y 


IT ^ 


+ o ( x ) 


+ 音一 rb+ 


l+x (1+ x ) 


-\-o(x) ，（ : r#0) 


同理 /( O ) 


11 

12 e 


广 ( x ) = Cl + x )^{[| 


b + 叫 


+ 3 


■丄 
■ 2 


1 +x 


1+x 
+ o(x) 


T^ + d+x ) 2 


+ oCr ) 


[- JflnCl + x ) + 


( l +: r ) 




(l+x) 


(1+x): 


j I ,(j- 0). 


同理有 /"(0)= —晉 e ，! 1 是，前三项是 e(l — +了+|^ — 士 P + …)，收敛 
区间为 (一1,1). 

【2849】把函数 sinCr + ZO 和 cosU + h ) 按照变量 A 的非负 
整数幂展开. 

解 sm(x + h ) = siarcosA + cosxsinA 
— 218 — 





M 1 —I +1 -…) +co&r ( /i H 


1 ■ • • 


sinr + Acosx — — sirir 


h 2 . 

2 \ SinX 3 ! X 


+ …， 


类似地有 


cos(:r + /i) = cosx — hsinx — ^tcosj + ^siar + 


收敛区间皆为 (一 

【2850】确定以下函数幂级数的展开式收敛区间 

f(x)== : 2 -L + 6 

(1) 按照 I 幂; （2) 按照二项式 Cr —5) 的幂. 

解 （1) 由 


x 2 — 5-r + 6 


— 2 * 3 

x — 2 x — 3 


1-4 1-4 


又一 1 一 展式的收敛区间为(一 2,2)， 


展式的收敛区间为 


1- 


1- 


(-3,3). 于是我们有 / Cr ) 按 《 r 幂展开的收敛区间为(一 2,2). 
⑵由 

工 = _3_2 

x 2 -5x + 6 — (x-5)+2 ( 了一 5)+3 


1 + 


x-5 


JT — 5 


1 + 


JT 一 5 


展式的收敛区间为 U || x -5|<2}. 


1 + 


x -5 


展式 


的收敛区间为 U I 丨 - r -5 |<3}.我们有 / Cr ) 关于 ： r 一 5幂展开 
的收敛区间为(3,7). 

利用基本展开式 I 一 V ,写出下列函数关于 x 的幂级数的展 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


■■ 


开式 （2851 〜 2868). 

【2851】〆• 


解 e^ 2 = 2 


(—/)，， 


咅，⑹-。0,例 X 


n=0 


【2852】 


解 


+ 音 | ㈠ )"觀 


】 + §(- 1)”& 2 "，(卜|<+耐 


[28531 sin : 


解 


fsin,-|sin3, 
4 4 


12(-1) 


2"H 


ii^O 


(2n+\)\ 


2(- 


3 2n， 


(2 W + 1)! 


2(—D，. 


3 2w - 1 


.2/rfl 


n^O 


(2；； + l)! 


(.r 6 (— w， +m)) 


【2854】 


F 7 ? 


解 


= «r 1<; • 

l— or 


yi? = Ax 6 (— !♦!)). 


» f—0 


N=iO 


128551 


( 1 - x ) 2 * 


解 


(1—a) 


(1-x) 


1 + ( - 2 )(- t )+- ( — + … 


(-2)( — 2 —l)."(-2-/?+l) 


(- x) n + 


T]( 7 i + i)x\x e (-1,1). 
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【2856】 


l -2 x 


解 


l- 2 x 


x(l- 2 x) 


1+ 卜_|)(—妍 


z ){~ 2 ~ 


(-2 r ) 2 


+ [ - i 丄( 二 1: 1 ( 二+二 2 j (— 2 泞 + 


+ x 2 + 


1 • 3 




^ + 2 (2^1)11^, tJ . e (- + ’}). 

If— 1 # 

-+ 时，级数为 一 + + + ¥(—1 产 1 ^^1，由 


2689题知，该级数收敛. 


当 I 


时， 焉 无定义’于是 


2 x 


[-+，+)• 


【2857】 


解 


ln Vl ^ 


胆 (- i)H 


[ln(l +x) — ln(l —x)] 
rrH Vr-n-1 ( ~ x) 


•: r )” 
n 


2 


. 2^-1 


d, 272+1 ， 


xe (- i ， i ). 


【2858】 


l+x-2x 2 


提 示:把 已知分式化为最简有理分式. 


221 — 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


解 


1 + x — 2 x 2 




n=0 n=0 

f][l-C-2) w >%xe (— 士，音 ) 


【2859】 


解 


12 -5x 
6 — 5:r — x 2 # 

12 -5x _ 1 I 6 

-5x-x 2 — 卞 6 +了 




|[ 


1 + 


(- 1 ) 



(- 1 , 1 ). 


【 2860 】 


(1- xXl - x 2 ) 


解 


(l-x)(l 


• l + x _ T # l-X 


(1- x ) 




4# 


is [>+ 1 —( 2 — 1)； > ，〜(—1，1〉. 


【 2861 】 


l-x-x 2# 


解 


1 — X — x 2 




方障一卜+士） f + ( x + i ) 


75 
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忐心忐 ( 1+ 彔)1 
= 茲[(6) +( - 1)w (点） 

=結[(學广 +( -叫今 11 广 >， 

(一年 ，^ 11) 

128621 TT7+^- 



/ n~\~ 1 . • w +1 \ ~1 

-( cos -^ Tr - zsin —^)] 

(— l)”2isin 兀 


2K-l)”sin 


= 2i - (-1)” 




— COS(W + l)7rsin 2 (打 t 1) 7T 


2 卜 (— 1， • (-1) • (-1) 钍 1 sin^-^TT 

2 tsin ^ i ^ n , 


于是 


l+x-\-x 2 73^ 


^ x^sin 


2 ( 72 + 1 ) 


丌 


|x|<min (|i47ll , ii- 2 iy3|) 


【 2862.1 】 fix) 


1 + x + -r 2 + -r 3 


，/ 1000 (0) 等于多少? 


解/⑴ 


l+x + x 2 + x 3 


1 一 : r 

1 一 工 4 


x 


\-x A \-x 


5> 4 "-* r 2> 4 ” = 2> 4 ”-2> 4 ⑷， 

n=0 n=0 n=0 if=0 

1 — o:+,r 4 — x 5 +x 8 — x 9 +x 12 — t 13 +•••, 

xe (- i ， i ) 


/ JOOO (0) 


【 2863 】 


xcosa 


x 2 


1 — 2j-cosa + x 2 * 


解 


xcosa 


1 — 2*rcosa + x l 




cosa + isina 


cosa — zsma 


•a: — (cosa + zsina) x — (cosa — isina) _ 
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1 + 丄「_ 1 ___ 1 

2 L 1 — j( cosa — isuia) 1 —xicosc 

CO DO 

1 + y [2^(cosa — isina) B + ^ ^^cosa + i'sina)" 

^ « — A M 一 A 


: r(cosa + isiito) 


1 °° 

w ( cosna — isinnx + cosr^ + isxnna ) 


s 


:r"cosrte 


其中 1 x l < min ( r ^ h ^, r ^^ 7 ^ T ) = 


【 2864 】 


xsina 


1 一 2j-cosa + x l % 


解 


jrsina 


1 一 2xcosa + 


a；r_ 1 _ 1 _ - 

2 Ljo— (cosa — isina) x— (cosa + isina) - 

ijcV _co?te + /sigg , cxy^z — zsim - 

2 L 1 一 : r(co^ + zsincr) 1 — x(co^ — zsim). 




号 [— / (cosa + fsirto)” H + ^^(cqsq —ising) ; 


/f-0 


^jX n [— cos(/7 + l)a~ isin<7 ； -f l)a 


/t=0 


+ cos(w + l)a 一 /sin(n + 1 )a] 
y^x yrM sin(w+ l)a 


#)=0 


【 2865 】 


解 


uo 

=^]:r”sin7to ， 其中 x G (— 1 ， 1). 

I xsha 

1 — 2xcha + x 2 - 

xshg 

1 — 2xcha + x 2 

_ 1 r chg + sha _ cha — shg 
一 2 一工 一 （cha +sha) x — (cha~sha) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 




_1 「 e° 

2lx — ^ 


e 


■ 


Kr-b-T- 1 


j ： e _a 




0 


n=0 


2 sh/to ， 


其中 


【 2866 】 


t x |<C min(e °,e°) 

, 1 


e—w • 


(i-x 2 ) / r = r ?* 


解 


(l-x 2 ) 


(i - 工 2 ) 


2 (_1)( 一 i 一 i ) … (一音 一 n+1 ) ( 




^ (2n)!! 

【 2867 】 ln(l+x + x 2 +a- 3 ). 

解 ln( 1 + j: + x 2 + x 3 ) 

=ln[(l +x)(l + J： 2 )] 

=ln( 1 + :r> + ln( 1 + :r 2 ) ， 


又 


II 

ln(l+x) = 2(— 1 广 1 e (-1 ， 1] 


ln(l+x z ) = 2(—1) 


， r—1 


^ G [—1 ， 1] 


于是，当 一 l <： r < l 时，有 

ln( 1 + j- + -T 2 + x 3 ) 


2(-d 


n—\ 
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s 


(—1 产 ， + (-1 > [幻一 1 (1 + (- 1 ) 


【 2868 】 e rc ° Sfl cos(xsina). 

解 由 


的实部为 e^^cos (: rsinoO . 而 

e-° = S^r = |： 




(cosna +isimto) 


比较上式两端的实部有 


『 — = § 觉 〜 e( 


, +oo) 


首先展开导函数，用分项积分法求得下列函数的幂级数展开 

式 （2869 〜 2872). 

【 2869 】 /(x) = arctaar ， 求级数 g 的和 • 

G r 2 奸 i 

= § (_ir 

收敛半径1，当丨 11= 1 时，该级数为交错级数且满足莱布尼 
兹判别法，所以级数的收敛域为[― 1,1], 令 I = 1有 


2(-1)- 


v (-1) . 

^ 2n-l 


2rz + l 


arctanl 


注:上 述级数的逐项积分条件是满足的，事实上，当 I x |< l , 
，6 [0， x ] 时,(一 1)7 2 ” 是一致收敛的，乂各项皆连续.以下各 
题类似，不再逐^说明. 
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【 2870 】 /(x) 

解 arcsinr = 




yi-t 2 


I ：( 1 + 2 


(2n-l)H 

(2t7)H 


t 2n 


)d, 


X 


sp (2n — 1) !! 户卜】 

(2n)!! • 5TI ， 


易知上述级数收敛半径为 i ? =1，当 |： r |= l 时，由2604题知级数 
收敛.于是 


arcsiar 




【 2871 】 fix) = ln(x+yi+x 2 ). 


解 ln(x+ V\+x 2 ) 

dt 


° yi+F 


J 

j : 卜 


x 


+ |c-i)"^f. 2w + r 


级数收敛半径为 K 
因此 


1 •当丨 J ： 丨 =1 时，由2870知，级数绝对收敛, 


ln(:r + y 1 + x 2 ) 

_ I / 1 Xw (2r? — 1) !} 户 H 乙 「 t 

- (一 D (2”)!！ # 2^ TT ，xe [- ia ] 

【2872】 fix) = ln( 1 — 2xcosa + x 2 ). 

解 ln(l — 2:rcosa + x 2 ) 

2t — 2cosa 


- 2 I ；7^ 


o 1 一 2tcosa + 1 £ ^ 

^cosa — t 2 


2rcosr + 1 2 


dt 
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(2863 题的结论) 


- 似择心斗 


-22 


cosrte 


该级数的收敛半径为尺=1，当丨 x |= l 时，由2698题知，当0 < 
a <7 r 时,该级数收敛.于是，当《 6 (0,7 t ) 时，级数的收敛区间为 
[—1， 1] •乂当 a = 0 ，:r = 1 时，级数 发散； 当 a = 0 ，:r =— 1 时，级 
数条件收敛;当 : r = ; r，:r = 1时，级数条件 收敛; 当 a = 7 r，i =一 1 


时，级数发散. 

【2873】运用各种方法，求出下列函数的幂级数展开式 

(1) fix) = (l+a:)ln(l+j )； 


(2) fix) 




+ •^arctarir; 


(3) f(x) = artan 


2-2x 

l+4x 


(4) fix) = arctan 


2x 

2-x 2 


(5) fix) 

(6) /Cr> 


xarctaar — In \/1 + x z ; 
arccos( 1 — Zx 2 ); 


(7) /(:r)= :rarcsirir+ %/\—x 2 \ 

(8) fix) = x\n(x + VT+?)- yi+x 2 
解 （ 1 ) fU) 


(1 +:)2 ( — 1 ) 


rt-\ 


( 一 i,i)). 


. W(72+l)，、 、 

当 I I I = 1 时，该级数是交错级数且满足莱布尼兹条件，级数 
收敛.所以，级数的收敛域为1 6 [—1，1]. 

(2) 由 2857 题和 2869 题结论知 


f(x) 


S^i + |S(-d 


2/H-l 


2 9 2n + 1 


2n-\-l 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


S 




4” + 1， 


(xe (-!•!))• 


-2j \ ， 


(3) f (. r ) = (arctan ) 


= - 


l +4 r 2 . 


于是有 arctan 


2 - 2 x 

1 +Ax 


一 2 f : r ^?+ arctan2 


当 id 


arctan2+ 2(-l) n ^Ti^ 1 ^^ ( 一士 ，+). 

时，此时级数为交错级数,且满足莱布尼兹判别 


法条件，级数收敛，收敛域为 xe + 


(4) 由 fix ) = (arctan 


4 + 2 x 2 
4 + / ’ 


有 


arctan 


2 




4 + 2〆 
4 + f 4 


dt 


\ ： [(^iyp-^(iry 


cc 


s (—1) ⑴ 




n=0 


2 T ( 2 n + l ) 


6 (-y/2j2\ 


当 | x | = W 时，级数为 
士乃 t (—1) [号] 

n~l 

它们皆由两收敛级数 


2 n + V 


① 


2(-i) 


n—\ 


4n +1 ’ 


和 


2(-i) 


r=0 


4 n + 3’ 
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逐项相加后分别乘以乃和 一 W 得到，故级数①收敛，因此，原级 

数的收敛域为[—7^，^]. 

(5> 由2869题结论有 


/⑴ 


Sc-i) 


2/r+l 


2n + l 




2n — 1 






2(-d 


杆】 户 

2n(2n-l)' 


当 I 


时，此时级数为 t 


(- 1 ) 


irfl 


rf 2n(2n — 1) 


xe (- i , i ). 


，收敛，于是，级数 


的收敛域为[— i ， i ]. 
⑹由 


/ (x) = [arccos(l — 2x 2 )]]’ 

/(0) = 0， 

arccos( 1 — 2x 2 ) 


mj 


[ T dt 

s Ho vff 




2sgnx • rTl + 2 
JoL „=i 

2sgar • \x-\- 2 - 
L /»«1 

2UI.「1 + S i: 

- n= 1 


(2n-l)\\ 


(2n) 


• • ^ 


2 1 


(2n-l)!! x 2>Hl 
(2n)\\ m 2n+l 

(2n-l)!! 户 
(2n)\\ # 2n + l 

xe (-1.1). 


当 I 


1 时，此时级数为 


① 




而级数 


V (2^-1)!! 

^―/ 11 


(2n) !! 2n+l ， 
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由拉阿比判别法 


limrif 


Cl n 

drr ^\ 


V 6n 2 + on 
I 1 ^ (2n + \) 


4>1， 


知收敛.因此，级数①的收敛域为 xel-uii 
(7) 由2870题知 


f(jr) = x • \x+ 2 


(2 t 7-1)!! 户外 1 
(2 m )!! • 2^+1 


+ 逆二丄) j ! 产 2 - 

丁 L 2 ^ ( 2 n + 2 )!! x 」 

i+ 2 十士 （2 w + 2)!! 2 n + V xe ( 1，1X 


当丨 i |=1 时，级数为 


十 (2 产 i - l )!! 1 

^ (2” + 2)!! • 2n + l 


由拉阿贝判别法 


\\mn(— -1 ) = lim 

t ••乂 \Cl 乂 


• \0n 2 + Uri 

巴 （ 2n + l) 2 


> 1， 


知级数①收敛，于是原级数的收敛域为 xe [— 1,1]. 
(8〉由2871题结论知 


/(. r ) 


命 " •管•品] 


卜 p + S (— 1)"§^]产 


】 十的 ㈠ ) ”認•品， 


① 


•re (-1.1) 


【2874】利用展开式 


fCr + h): f(x) = hf\x) + 备 /( 1 ) + …. 


232 



§ 5 -冪级数 第五章级数 


的唯一性，求出下列函数的《阶 导数: 

( 1 ) fix ) = 

( 2 ) f ( x ) = e" 5 

( 3 ) /( x ) = arctaar . 

解 （ 1 ) f(x + h )- fU ) 

= e <^) 2 _ 〆 = e : 2 ( e 2 ^ 2 


〆 （ e 2 


， 2 [(2o* + a 2 ) + Y\} 2xh + Y) 2 + 


( 2 允 +W + …， 


其中 M 的系数为 


^ [今於 ㈣ 咖 2 + 六&(料…] 

= ^[(2. r )" + ^ f f 1) (2 x )- 2 

+ w(n ~ 1)(n 2 7 2)U ~ 3) (2 x )- 4 + …]， 

将 / u +/ o —/ a ) 的展式中 y 的系数^4^与上式比较有 


( 〆 )(”>= e j 2 \( 2 x) n + 


n(n 一 - 1 ) 


(2 了 ）” 


7 i ( n - l )( n - 2 )( n - 3 ) 


(之:^+… 


( 2 ) fix + h ) - f { x ) = 


(e 


e r ( ei-7 


e " ( e ^*^ 


-i) 1 


.tr-1 




ah ^ 1 


I ) 




k , M 
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sh 叫全广'••舍 - 1 叫全 r 


m 


§泰 


2 2 (-旷 




切穿⑸ mx )] 


O ’] 


① 


a=0 


e^SS 


(- 1 ) 


nr^ i _ m 


s =0 


mljT 


(j) 


nrrs 



s^O.m^l 


e ^^(^ rse . 


n—l 




»r-j 


(n — s)\ 


^ 2 ~ y A hh n 

n= 1 ^ • 


其中 


(- 1 ) 




\O n CUa l 


于是，比较 A ” 的系数有 


? 、㈤ 


e ^ ) 


(― 1)” 今 


C^CK'sr 


(- 1 ) 




n(n-l)(rj-l)(n~2) 


;i(n — 1)07 — 2> ， 0i_l)(u — 2)(n — 3) 


v + 


注 ：（ i ) 式 S 


证明 如下: 
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令 hl < i ， 由 4 = 1^ 有 


(忐) 


s S 

，-0 

2( S i)^ = YjPr 

>=0 V 卜 •4*#fi=s s=0 


其中 


S 


(忐) 


(1-/) 


2 


(一 m) (— m— 1)".(—m 一 s + 1 〉 


-m 


S (-1) 


2s yw(m + l) ### (m + 5— 1) 


= ^] Cm 4 j - l ^ , 

由幂级数展开 ^ 的惟一性有叉 = a ^ i . 


(3 ) 由 arctaar + arctan^y = arctan 


■r+v 




令 y 


h 

l+x 2 

1+ r^ A 


有 

于是 


= X + h 9 

1 — xy 

/(x + A) —/(x) = arctanCx + /i) — arctaar 

X -4- y 

arCtail - ■ — — orptonT n= o mt on ai 






arctaar = arctan^y 


arctan 1 + x 2 ^ , x L , 
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由2869题知，当 : ye [一 1,1], 有 


arctan^y = ^ (― l) m 


V 


2m+l 


,=o 2m + r 
当 M 艮小（且丨|<1)时，有 

h 1 


y 


1 + 


1 + lf? A 




于是 


2(-1) 1 


r=0 


2 m +1 








( 


xh 


1+ x 2 


) 


十 *2 十， 


1+1(—i>"^n(T^) m . 

1+ § § ( " 1 )m ^+1 ( I +?) ^ • ( ~ lva 


m^Us^O 

l + |(- l )"( T ^) A n , 


jf 


2 m +1 



其中 A n = 2 


^ 2m + 



1 °- 




2(77 —s) + 


T Oh 


1，2,…） • 


比较 M 的系数，有 
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(arctarLr) <w, = (― 1) 


(1+ x 2 )^ 


ir^l 


= (- ir (l+>)"§ 2(«-5) + 1°^ 

= ㈠ )” ++(” -1 )， 2 
【2875】把函数 / Cr ) = ln 2 + 2 ] r + — / 按照二项式 i +1 的 
正整数幂展开 • 


解 /(x) =-In(l + (l+x) 2 ) 


t(—l 广 1 -(l+x) 2w 


= - 


S(-D : 


(x + l) 2w 


收敛域为 [-2,0]. 


【2876】_数/“）= 占按照变量屬 整数幂展开 


成幂级数. 


解 /⑴ 




^ — 


2去，丨： I 〉丄. 


【2877】把函数 / U ) = lar 按照分数 g 的正整数幂展开 


成幂级数. 


解/⑴ 


1 + 


1- 


工 一 1 

x +1 

X — 1 
X +1 


2 § 2^Tl(x+l 


-1\ 2 ^ 


，: r >0. 


(2857 题结论). 
— 237 — 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) _ 

【 2878 】把函数 /(oO = 按照分数^^-的正整数幂 

yr+j 工 

展开成幂级数 . 

解 f(jr) = yi +-T 



= 忐卜 S^f(r^n 

_ X I V (2n-l)!!/ X 

l+*r 合 (2n)\\ \l+x ) - 
当 i 〉一 | 时，有 Iy ^； <1 ，级数 收敛 ; 当时，由 


2689 题结论知，级数条件收敛 . 因此，此级数的收敛域为 i > 一 
【 2879 】设 fix) = ^~.，直接证明 fU)f(y) = f(x^y). 

ir=0 

证 fU)f(y) = 

,= ()•、• ^=0 K • 

= §§ = 名吴点〜 

= l ];? r ( i +： y) n = /(:+})• 

D=0 ^ • 

由于上述级数在 : r 6 (— 及 : y 6 (—°o ， +co ) 上绝 
对收敛，于是级数重新组合是合理的 . 

【 2880 】如果 定义： 



2 (- 1 ) 

»=0 



( 2 ^ + 1 )! 
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及 


cosx = 2 ( _ l) w 


(2n) 


证明： （ l)siarcosx = — sin 2 x ； (2) sin 2 x + cos 2 x = 1. 

证因为 siru ^ cosx 的幂级数展开在(一 00 , +°°)内绝对收 
敛，于是级数相乘、相加、减后形成的级数皆绝对收敛，且可重新 
组合 • 

(1) sinxcosx 

^ , r 2H-l ^ 2s 

= ^ (_1) (27+171 • 1V 00! 


于是 


2 2 (_1 > 

w ra 0 l+s^n 
/>0々0 


& 

#»*0 


(-D 




(2/十1)!(2.、)！ 

V -1- 

么 (2/+ 1)1(25)! 

/>0 冷 0 


2 (-m 


其中 a w 


y _ 1 _ 

会 " (2Z + 1)! ㈤ ！ 
V _1_ 

^ (2Z + l)!(2s)! 


2 h i ^ o !^ o r1 


(2 n + l ) 


★，— 奇数 


(2”+ l )! 

( k l )\( k 2 )\ 


k 2 —偶数 


(2« + l )! 


U 2 


~ 舒 


S ) 

供 4 奇 


2trh\ 


(2 rz + l )! 


(2” + l )! 

2^ 0 k\(2n-\-l-k) 




2 2 ^. 


siarcosx 


+ 2 (- 1 )”黑 


Zn ^\ 


(2” + l )! 


sin 2 x . 
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( 2 ) 


+ COS 2 


2 E (- i >— 2 


C2n l +l)\(2n 2 + l)\ 


+ S 2(-1 V 2 

k ^ Ok^O 


/(w 

(2 V )!(2 h )! 


00 r 

2(- i ) 

[(- 


ln ^2 


(2 n 1 + l )! I (2^ + l ) 


n 2 '^0 


， s 

k^k 2 ^m 

k ^ O . k^O 


(2 怂）！ （2々 2 )! 


i + 2 + 2 

OI--1 0 

l + ^](- l ) 扑 1 ， 2 九, 


其中 九 


^ 1 (2« l )!(2^ 2 )! 

々 •>0 


I >0 ， r»2 彡 


(2”】+1)!(2巧 + 1)! 


(2w + 2)!U 


s 


k x ^0. k 2 


2 

+ lH <2if 2 t l>- 

wj r >0^2^0 


(2”+ 2)! 

^ (2 h )!(2々 2 )! 

彡 0 

( 2 ^ + 2 )! 
(2n } +l)!(27i 2 + 


■ 

TYL 


+ 2 (—lVCLw 」 


S 



，一 • i .3 •… .2" 奮 




(2n + 2)!f 


s (—_ 



C2n + 2)\ 


(1 + (- l )) 2 ^ 2 


于是 


= 0，（w = 0 ， 1 ， 2, …). 

sin 2 «r+ cos 2 :r = l，:r 6 (—°°，+°°). 


12881] 写出函数 /Cr) = 幂级数展开式 


中的若干项. 


解 


/( y =( i + f + f + T + … r 
=1 一 (f+f+T + … ) + (l + f + f + …) 

一 ( f + 专 + …) 3 + … 


12 24 


…， *r 6 ( 一 1，1). 


对函数的幂级数进行相应的运算，求出下列函数幕级数的展 

开式 （ 2882 〜 2890). 

【2882】 /(x) = (l+x)e-\ 


解 fU) = (l+x)2<-D n ^T 

M=n ^ • 


1 + 


1 • 


(-iy , (- i)，h 


(n-l)! 


1 - 

• 


1 + 2(— i ) 


ir-l 


n-l 


6 (—°°t +°°) 


【2883】 /Cr) = (1 — 了) 2 土斤. 
解当时， 
ch ^=^±^! 


姐呼 > “綠 


当 .r < 0 时 


ch Jx = cos V\ x I ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


于是 


ch ^= E (- ir ^ 


S 

w=0 


(2”）！ 


由此 chVx = 2 




-i (271)! 


G (—°°, + ⑺）. 


进而 fix ) = ( 1 - Zx -\- x 2 ) Yj 


i (2”）！ 


I - 如 ' + §[— 


2 


(27 I -4) l ]- r， 
【 2884 】 f ( x ) = ln 2 (l-x). 


( 2 n )\ ( 2 n - 2 )l 

fj ： G (—°°，+°°). 


解 fix )=(-. 


• • • 


3 


2(”一 l ) _ 3 (n - 2) 


+ … +-^7 


A]， 1 


§[(++ 士 )^ r + ( i + ^ i)^h 
(士 ++) 击]， 


+ … 


2( i +|+|+-+ i)f 


，rfl 


+ 1， 


•re (-1,1) 


当 x = 一 1 时，级数为 


+1 ， 


y . 


2§«+ X ) 与 

* ( 1+ i + - + i)^ri 
>(1 + >.. + 士+^ 1 )击，《 = 2,3，”.， 

( 1+ i + … + i)^r 


c + bm+En 
~ n +1 ~ 


0，（w —CO). 


知级数收敛，当 1=1 时，由发散，且原级数为正项级数， 


”= 
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知 2 客 ( 1+{+...+妇击 也发散 • 

于是，级数 2§(1 + +++ + ". + 託 

e [- i，U 

【 2885 】 f(x) = (l+x 2 )arctaru:. 

解由 2869 题知 


w+I 


+ 1 


的收敛域为 


x +§(- lr 。(2 上 1 


2}&\ 


2n + l 


= x + 2^1 ( P--x u 1 yX 6 [— 1 ， 1] 

4” 2 -l 

【 2886 】 f(x) = e x cosj：. 

% 

解 e’co&r 为 e J (cosx + isinr) 的实部•又 
e r (cosx + isiar) = e" • e" = e <1+1 〉 了 

= g> + 0^ = S^(l + 0- 

= S^[V2(cos f+l -sin f )J 

= |^(cos^ + ,sinf), 

比较上式两端的实部，有 


. 2 号 cos 竽 


e J cosx == 2 


x n ,x 6 (― °°，+°°). 


【 2887 】 /(•!•)= e 
解由 2886 题知 


siar. 


S1ILZ 


co 2 号 sin ¥ 

2 —^ (一 °°，+°°). 
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【2888】 /( 了) 


ln(l +： r ) 
l+x • 


解 / a ) = 5](- 1) ” 1 妁. 2(- d ” 2 


/?! =0 


22(-1〉— 2 


H] =0n 2 =0 


s <- 

M — fA 


n 2 =0 

r ” 】，十 i 
”2 + 1 


”2 + 1 


irH 


n ^ > 0，”2 >0 


=| [(一 ip ( i +++|+ … + 士) f ]， 

*r 6 (— 1，1). 

当 | x 丨=1 时,通项的绝对值 >1, 级数发散，于是，级数的收 
敛域为 I € (—1,1). 

【2889】 fix ) = ( arctaar ) 2 . 

解 fix ) = fx — ¥+苳一 …V (由2869题结论知） 


- • • # 


(由2869题结论知) 


§ (_1)， " [(2n-l) • 1 + (2 

+ 1 • (2n-l')] x2n 

2( - 1 广 ■[( A + + ) 去 


(2 w -3) 


+ ( 


2 n — 3 


+ i)in 


+ ••• + 






xe (- i , i ). 


【2890】 / U )=(^ P ) 2 . 


解令 


cp ( x ) = ( arcsiar ) ? = ^] a n x M ,x 6 (— 1，1). 
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(p (x) 


2arcsirir 
J \— x 2 


2(^+iWi*r w ^e (-M). 


^(0)=〆(()）= 0 


有 

又由 


又由 y/l — x 2 (p ix ) = 2 arcsiar ， 

有 /! 二 - , /( 又 ) = —- 2 — e 

即 (1 — x z )( p \ x ) — X ( p f { or ) = 2 fX 6 (一 1，1〉. 

将 < p ( x ) 的展开式代入，且 a 0 = ai = 0,有 


，义 e (-1.D. 


(1 — x z )^ J n(n — Da.rX^ 2 — ^ J nj. lr r u = 2 * 

n«2 ":2 

oo *>« 

也就是 y ^ jnin — l ) a „ JT ” 2 — ^ rj 2 a it x H = 2 . 

n—2 #i*2 

cc 

于是 2a? +6a 3 j+y^[(，，+ 2)(” + lW 2 —rra,,^ 71 


a^：( — 1 ， 1 )• 


比较上式 i 的同次幂的系数有 
a 2 = 1 ， a 3 = 0， 


u n ^ 


(n + 2)(7? + 1)。 


fl ,n ^ 2. 


于是可得心 h 


^2/ H-Z 


2 U 2 k )\\ 


2^( k\) z 


( 2 k + 2 )\ ( 2 k + 2 )\ 


Of 1 t 2 f •••. 


由此有 


9 Jr 6 ( — 1，1). 


于是… I 認户一 

又该级数当 : r =士 1 时，皆收敛，左端函数在 t =士 1 处连续 ，于; 
上述展开当 z = 1及 I =— 1时也成立. 

根据函数变置 X 的正整数幂写出幂级数展开式（非零 ） I 
三项： 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四） 


【 2891 】 fix) = taar. 

解由泰勒公式，有 

/(x) = tanx,/(0) = 0 ， 

/ (x) = sear ， / (0) = 1, 

f \ x ) = 2sec 2 .rtaru：f f (0) = 1， 

f\oc、= 2sec 4 :r + 4sec 2 a:tan 2 a' ， / Jr (0)=2 ， 

= 8sec 4 xtarir + 8sec 2 xtan 3 x 8sec 4 -rtanr, 

尸〉 （0) =0, 

(x) = 32sec 4 xtan ? x + 8sec 6 x + 16sec 2 xtan 4 x 
+ 24sec' ， , xtan 2 x + 32sec^an 2 x + 8sec 6 x ， 

/ C5) (x) = 16,… 

于是 fix) = x + ^x 3 + 劈了 5 + … 


【2892】 fix ) = tkr . 

解由幂级数展式的惟一性知，为求展开式可考虑在 .r = 0 
点附近作幂级数展开，当 I I 丨很小，且幂级数中常数项为零时，其 
收敛的和是很小的，于是有 


fix ) = 


shr ^ 
chx 


1 + (fi + fi+ …) 


JC 


…) • 


5! 


(1+ 赛 + … )+( i + 羞 + …) 



• r+ fi + fi + …) 一赛 + 

(― f ， f)- 
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) 


参见 Bromwich 著 《An Introduction to the Theory of Infinite 

Series )) 第十一章. 



【 2893 】 fix) 


cotr - • 

jC 


解与 2892 类似，考虑且丨 i I 很小的情形，于是有 


/⑴ 


COSX 

siar 


1 — 1_ fi + 4T 


.1( ( 1 — ^— ' 
xU A 2! 卞 4!, 

L 1 十 U! 5! 1 7! 

-L /i! — 4 -— —…、 

^ 13 ! 5 !^ 7 ! , 


+… 


-1 


: + …) • ( 1 + f + 360' 


+ 15l20 x6+ ** ， )~ 1 

7 (~ J x2 ~ i x ' - 


945. 


—• 


i — P 3 — —…’ 0<| 1 |<7 " 


12894] 设 seer 的展开 式为 : 


seer 


、飞 E " r 2 n 

台 ㈤ r • 


推导关于系数 £ ： ,,( 欧拉数）的递推关系 . 


解 


seer 




有 


㈣ • § (2^1 




22(- 严 。 


r=0 y+-it=w 


(2 是）！ （ 25)! 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


CO 


S 


E s 


，=0 L -5+*=n 

OC 

% 

.2/1 


(2^)! (2 5 )! 


X 


2 w 


= 2^ 

由幂级数 iS ： 的惟一性，有 
A 0 = E 0 = 1, 

又 A n — 0，（《 = 1，2,…）， 

Es 


其中 = 


r>o 


S (-” 




(2^)!(25)! 

E^ k 

(2k)\(2n-2k)r 


由此递推关系是 


§(- D * ( 2 k ) l ^ j - 2 k)l = 0 ， n = H ' 

如已知 E 。， 由上式令 n = 1，得_£。=0，从而£ 1 =£。= 1，由 
E 0 ， E 丨 ，令 w = 2,又可推得 E 2 ，…，如此等等. 

【2895】把函数 / U ) = - 7 ': - 丄、 ( 丨1< 1) .展开 

yi -2 tr + x 2 

成幂级数 

解若 x 2 +2 |tr |<1，则函数 / Cr ) 就有展开的可能性，令 
X ”的系数为 P :)， 则 


v/l-2tr+x 2 

= 1 +Pi (/)x + P 2 ⑴ x 2 + …+ ⑴ x ” + …. ① 

下面确定 P ,,(〖)， 为此，对①式两端同时对 r 求导数，有 


(1-2 汶+: 2 )音 

= / Vz )+2 P 2 ⑴: r + … + nP „ 1 + …. 

把上式与①式比较，易得 

(l-2ir+x 2 )(P 1 十之込 ^: + …+ …〆"" 1 ) 
=( 卜 : r)(l + f > 1 :r + P 2 :r 2 + … + P〆）. 


248 



§5. 幂级数 第五章级数 

比较上式两端1的同次幂的系数，有 
P\U) = t, 

2P,U)-2tP x {t) =fP 1 (r)-l, 


(,n^\)P^{t)-2rrtP n (t) + (,n-\)P^U) 
= tP n (t)-P^(t). 

由此有 

Pi(t) =f, P 2 ( t )=^^l 9 … 


如 /7 


P ^ (t) = 2 n ± l tPM __^_ 

2, 则由 iVf ) 和/ > 2 ( r ) 可得 


(/). 


② 


P 3 (0 




由数学归纳法，利用②式有 


PM 


(2n 


n\ 


mi ' 

■ 


r _ n(n — l) 
2(2 w -1) 


n(n 一 1)(7/ — 2)(n — 3) 


*» ■ • • • 


■ 

， 

_ 


2 • 4 • (2 ； i-l)(2w-3) 

(«>1，勒让德多项式). 

【2896】设 / Cr ) = ，写出函数 FCr ) _ f{x) 


\- 


的展 


X 


开式 • 


解 FCr) = Ss〆 1 S- 27 " 2 = 2 ( 2 a «i )^ 


” j =0 


"2 


=o 


i=0 nj"fti2 = n 


oo co 


S(D，，*r € (-M). 


0 


【2897】若级数具有收敛半径 Ri ，而级数 5]6# 〃的 


r=0 




吉米多維奇数学分析习题全解(四) 


收敛半径为私，则级数 （1) 具有什 

么样的收敛半径？ ，，0 

解 （1) 记 A ,, 士乂，则有 

7YAr\ = 7\a rt ±b H I <71 a. 1+1 b n I 

< 72max( I a” I ， I I) 

=-72 - 7 max(^| an \ , | b t , |) 

=^2 • max (^| a ；|，7| A , # | ) 

于是 去 =lim 7\ A„\ 

lx 


故 


f 卜♦人 

= lim{max( a H | , 7\ b n \)} 
=max{ lim >7| cz„ |，lim 7\ b n | } 






— min(i?i fR 2 ). 


(2) 令 = “ A ,， 于是有 


ttbj = 7 k \\b n \ = Turr- TVbTT, 

从而 | = = 7 IXJ } 

i \ IT ■^乂 


故 


^ (lim 7\ ci n ! } • {lim 7\ b„ | } 

，卜 

= j _ L = i 

R ) 2?2 RiRz 


R \ ^ R \ Rz * 

【2898】设 

l = lim I 




lim 

° ^ irH 


证明: 幂级数的收敛半径满足以下不等式乙 

/|-0 
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证令 




因为若 Z = 0，记& =+00，若/=+00，记 A = 
0， L 与/，作同样规定，显然 L </,，任给€>0,存在而 >0,^2 > 
0满足 


1+次 


， l—S 2 


1+7, 


对相应的 A ，於，存在 W > 0,当 W W 时，有 
/• (1_灸）< — < L (1+^,), 

^ ir ^\ 

即 丄 • 一< 士±1 < 丄 • — L _ 

1 L 1+8, ^ a„ ^ I 1 - 5 2 ^ 

于是当 n > m 时，有 




1 -音)< 


QrH-1 

I a n 


< /、 •（ 1 + 


进一步，当 w > m 时，有 

1 <^n 1 _ 1 1 • I I 

dn -\ ( in -2 




< 




< 


^•(^Dr 

(，^.(1+音). 
( ㈣ .(卜专)- 


.① 


同理有 ^>( 1 fr )".( i -|). ② 

又若 A > 0有 lim TA ^ l . 于是存在 n 0 (> m ) ,当 n 彡7? 0 时，有 


I 


) ” < 1 + 


丄 




c 7 1 + 4 


(^) 


>i 


③ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


将③式代入①和②，有 


< 1 +€， 



1^1" 

L ^ 


> 1 - 8 . 


于是有 I a H |« </, - (1+€). 

又若 M =+ oo , 即 L = 0, 显然 i ? = 0, 级数除 x 0 =0点收敛外， 


对任一点均发散，于是不妨设 M <+ OD . 故有 


/Jl+efW/Jl— 6 )， 


即 


1 +£ 



由 e 的任意性，有 


【2899】证 明：若 /(妁= ，，且 U ! |<Af = 1， 

2，…).其中 iVf 为常数，则： （ 1 ) fir ) 在任意点 a 上可无穷次微分， 
(2) 如下展开式 成立： 


/(x) = 2 ^ ■ 卜 ) (n)" (I x |<+co). 

证 （1) 由 I |< M ，有 

a„ l< M，(n = 1 ， 2 , …）. 

n \ 

设[一 / V , N ] 是包含 a :。 的任一有限区间，由 

I a n ( x - x 0 r \^~( 2 N )\ 

n ! 

fiS ~^ Nr 收敛，知在包含 x 。 的任意有限区 

ff-0 71 ! n=0 

间上一致收敛，于是，该级数在 a 点无穷多次可微. 

(2) 由⑴知 

co 

/(x) = y^a w (x —x 0 ) ,r 
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在 (一00, 十⑺）上任意可微，于是 
f m) ( x ) 


!)•••(« —m + l)a n (x —JT 0 ) 


“一。 ) 


9 (m = 1，2,…） • 


现令 

于是 


故有 


I x — a [< /? ， (]? 〉 0 )， 

I Jr — JT 0 \ <| x — a | + i a—x 0 \ 

<i?+| a—x 0 I = L, 

I 作丨… 


n—m 




M^^ = MP,(m = l,2, …） 

c=n ^ • 


其中 


戠 <+〜 


考察余项 RAx ) 




rr +1 


( 0 < 0 < 1 ) 


于是，当 U — a |<尺时，有 


I RAx ) |< (” = 1，2, 


J^L prrfl 

由级数收敛，有 

Dnl ] 

lim - - =0， 

f 沈 （ n + 1 ) ! 

从而 limR n ( a :) = 0. 

zr^co 

于是当 la : — a |< i ? 时 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


成立.又由 K 的任意性有，对任意 X 6 (— oo , +⑺),上式皆成立 • 
[2899. 1] 当 jt 6 (a,b) 时， / Cr ) 6 且 | / M> ( x ) |< 

，，(n = 0， l ,2 …). 

证 明:可 把函数 / Cr ) 展开成在区间(心6)收敛的幂 级数： 

Crt 

f(jc) = ^a„(x — Xq ) n (x 0 6 ( a ，6)). 

证因为 /(： r ) e c •(“， ㈠ ，于是 
/( x ) = 2^~^(- r - x 0 )* 


(jp + 汐 (J —Jo )〉 
(n + 1)! 




x 0 G (“， A) 


令 RAx) 


(x Q 十 0(x — : To)) 


(x — Xq)^ f 


'一 （n + 1)! ' … T 

oc G ia 9 b) 9 Xo 6 (“，/，) 
I 产 Cr ) |< c ”， j-e (a,b). 

于是 


又 2 


r (6 — q )] 1 
( n +1)! 


收敛，知 


lim 


cib — a )^' 
(” +1)! 


于是 \imR n (x) 


f ⑴ 


17( 


【2899.2】 当 xe [_1，1] 时，设 / Cr ) ec ^[—1,1] 且 

尸⑴彡 0(11 = 0,1,2 …). 

证明: 在区间(一 1，1)可把函数 / Cr > 展开成幂 级数： 



85 . 羃级数 第五章级数 


/(■ r ) = ^ a „ x n . 

提示:利用导^°广1)的单调性，对于函数 / Cr ) 泰勒级数 
的余项尺, Cr )， 得出评 估值： 

I RJx) |<| X rva). 

证因为 /( x ) ec "[— i ， i ]， 有 


= S 


严 （ 0) 


? + { 二笤 !) W (_la) 


令 RAx ) 


( n + l)\ X 9 

又由 f n ) ( x )^ 0 9 (n = 0，1，2, …). 
有严 Cr ) 单调增加，；! = 0,1，2，"、于是 

f ^( Qx ) 


I Rn(x) I 


(7 Z + 1)! 


I 尸 )（1) I 




从而 [ imR „( x ) = 0 ,x G (― 1，1). 


于是 /(- r ) = S 


/ <w) (0) 
n \ 


x\xe <-ia>. 


【2900】 证 明：若 （1) A >0 且 （2) lim = S 则 

„=o 

2>少” = s 存在 

w=0 

证首先证明;收敛，用反证法，设 =+m 

n=0 n=0 

知，任给 A > S ， 存在 N ， 有 



> A > S . 


lim = 2 以〃 >A>S 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


有任意的 e > 0,存在5>0,当 《r6(R- S , R ) 时，有 

N 


> A — e . 


现令 e = 则 


N 


> A — e = A — 


A-S 


ft—0 


4(A + S)>S. 


又 a” >0, 


> ^ a ^ Ax ^ O ). 

n =0 ra =0 

oo oo 

我们有 lim 2a^>S 与假设 lim =S 相 矛盾. 于是级数 




j^R n=o 


Tja ^ 一定收敛.由阿贝尔定理知，函数 


1=0 


/(工）= 2 a 〆 ， 

FI— 0 

在点: r = i? 处左连续，因此 


lim = f ( R ) = = S. 


r—0 


r=0 


展开成函数的幂 级数: 


【2901】 


e 


r 2 


解 


e 


0 


d /== £[§ (_1) n s ] d/ 

_ ,2irH 


S (- i > 


x 


F=0 


n \{ 2 n + \) 


yX ^ (—oo, +oo). 


【2902】 


dt 


0 %/1 —广 4 
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解 


v dt 

0 Vi-t A 


A x 






•4/rfl 


4^+1' 


129031 T ^ dt . 

Jo t 


xe [- ia ]. 


解 




(-i) n 


C 2 n f 


2n -i 

Fiyy」 dz 


2(- i ) 


2»rfl 


(2n + l)!(2>2 + l)’ 


X G (—oo, +oo) 


[2904] f ^ ctaar ^ 

Jo X 


解 


J arctan / 士 


I：[§ 


(-l) n 


t 2n n 

2^ TT > 


S <- i ) 


2frH 


【2905】 

% 


0 


(2n + l) 


[-1,1], 


解 


】 x f 

o ln( 1 + £) 

设 0< M < 1，由 


(写出前 4 项) 


ln(l+f) =-f2 <- 1)， 


1 — S (- i ) 


fir^l 


+ 1 


1-尽， 


其中 


S(-1) 


m—\ 


r 

m +1 


易知交错级数 


2(- i ) 


『1 广 

m-\-V 


当 UI <1 时收敛，且 I $ I <1. 于是有 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四） 


1 

丄 ln ( l +0 

L 



00 

!>• 

n=0 


由此当丨 x |< l 时，有 

tdt = 广 dr 

Jol n (l + ， )-Jol ln(1 + f) 



j ； A = j ；(|： r )^ 


由题意，要求四项近似,于是取 P 足够了，我们有 



€ =互_互+…， 
c 4 3 丁， 

^ 8 , 


于是 = 一卷+会 一…. 

从而当 I |< 1时，原积分的前四项为 

Joh^n^ = Io( 1+ i _ ii + ^) d ^ +0(x ^ 

誓一羞 +^ +OCr5 ). 

运用逐项微分法，计算下列级数的和 (2906 〜 2910). 

[2906] ^ + 誓+誓 + …. 

解令 PXx) =«r + 誓 + f +…， 

易知收敛域为 T 6 (—1，1)，于是有 

〜 ）=1 +阳+—占 
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又 F (0) = 0,有 


F(x) = i ln w ^ e(_ia) 


于是当 1 «r |<1时，有 

户… = 

^ i 2 n + \- 

【2907】 x -4 + 


1 , 1 +x 
"2 ，n W 


解设 S (: r ) = :r — f + i 
易知收敛域为工 6 [— M ]. 于是 


S \ x ) = l - a : 2 + x 4 - 


馨籲離 


TT ^ # 


又 s ( o ) = 0 ，有 • 


SU)= \l ih dt 


artaart 


于是，当 l«r |<1 时，有 


^ r 2^ f ! 

§ ( - 1)b ^TI 


arctaor. 


129081 l + f| + f| + … 

解设 SCr > = 1 + ||+|| + …， 

易知收敛域为 : r 6 (― °°f +°°).于是 

S ' Cr)=x + | j + 罸 +…. 

从而 S ( x )- S \ x ) = l-x + ||-|| 


S ( x )- S \ x ) 




S(x)+S ， (x) = l+:r + | T +|y + - = e r 
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由①+②有 


s ( x ) = 2 


e " 


e 


(2 打） ！ 


=dir 


j ： 6 (—°°，+°°). 

【2909】 TT2 + 2T3 + 3T4 + - 

解设 

S( - r) = lf2 + 2T3 + 3T4 + -^ 

易知收敛域为 X 6 [— 1，1], 有 

s ' (J: ) = r^ + f +… 



(工+誓 + y + f + …) 


=— 丄 + 4[— ln(l — : r )]，0 <| :r \<C 1. 
x x 

又 S (0) =0, 有 

Six ) = \ S S \ t)dt = l -^-=^ ln ( l - x ),0<| x |< 1. 

Jo X 

当 Z = 0 时，级数收敛 到零; 当 X = 1 时，级数收敛到1; 当 X 
=一 1时，级数收敛到1 — 21 n 2. 事实上 



= -( 1 _ i) + (i 

= 2 . (-1 + + - + + |-.")+1 

= 1 - 21 n 2 . 

由此，我们有 

~ °° n 

V — ^— 

6iri(n + l) 
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1+ i ^ ln(1 _ x) ， 0<ul<1 ， 


l -21 n 2 


x =-l 


【脚«卜|^3 + ." 

提示 :把级 数的导数乘以 1 一 X . 

解设 


SU ) 


+ i x+ |r| x2 + 2TfT| J：3 + 




于是有 


S ； ( x ) 


+ 與工 + ^|3#' 


用 l _ x 乘上式有 


( l - x ) S ， ( x ) 


=音+知+音错+音•既+ 

= yS(x)t 

S \ x ) = 1 

SU ) ~ 2 ( l-xY 


于是有 


积分有 InSU ) 


1 _ X 


F(x) = E^=^x» + l 


(2«川 … 

二 ，I 6 ( — 1 ， 1) 


\/1 一 x 

1时，由拉阿贝判别法 




因此，级数发散. 
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当 


X 


1时，由2689题知，级数条件收敛,因此 




/I 


，: re [-1 ， 1 乂 




x 


运用逐项积分法，计算下列级数的和 (2911 
【2911】十 2: r 2 +3 x 3 + ”％ 

解设 SCr ) =*r + 2* r 2 +3: r 3 + …， 


2913) 


于是 


S ( t)dt 


2 


X 2 + | x 3 + 音: T 4 + 


參•馨 


( l - + )/ + ( l - 士): 3 + (1-斤 + … 

: r(l +•!*+ « r 2 + …)— ( or + +: r 2 + yx 3 + …） 



JC 


1 


X 


+ ln(l — x ) ♦ x ^ (—1，1). 


从而 


S ( x ) = ^ nr n = ( j - f ; + ln ( l —: r )) 


x 


(1-x) 


，: r 6 (-1,1). 


当丨 x 丨= 1 时，级数通项不趋于零，级数发散. 
【2912】 x -4 x 2 +9 x 3 -16 x 4 +-. 

解设 


Six ) = x — 4 x 2 + 9 x 3 — 16: r 4 + …， 


由 


II 


S ( t)dt 


知 2 —音工 3 +{，- f ? + 


• • • 


i - 2 -( 1+ iy +( 2+ Tk -( 3+ i ) 

x+ (- ：r + yx 2 — 士工 3 + …） 

-x 3 (l-2x + 3x 2 ) 

x — ln ( 1 + x ) — x 3 (x — x 2 + x 3 — ”•）， 


: r 5 + … 
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x —ln(l + x) — x 3 • ^ 


1 +j 




从而 


Six) = 2(— 1 广】 〜 


x — ln(l +x)— 


(l+x) 


j-(l — x ) 


，: re (-1,1). 


(l+:r) 3 ， …”… 

当 |x |=1 时，级数发散 • 

【 2913 】 1 • 2x + 2 • 3 工 2 + 3 • 4? + •••• 

解设 

S(x) = 1 •2i + 2*3x 2 +3M*r 3 +.“， 


S(t)dt 


x 2 +2 x 3 +3 x 4 +- 

x(x + 2x 2 4 - 3x 3 + • 


(1- x ) 


(同 2911 题结论) 


(1-x) 2 


，: r 6 (- U 1). 


有 


S(x) 


2心 + D，= (^T^y 


Zx 

(1-x) 3 


,xe (一 i , i ). 


当丨 丨=1 时，级数发散. 

【 2914 】 证明: 级数: y = f ^满足：; 
证易知级数的收敛域为(一 °°，+ °°). 

由， = ^( 4 ^ ryr ^ 


满足方程 y 4) 


(4n-2)l ， 




(4n — 3)!’ 


(472 — 4) ! J 
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有 


V 工 

士 ㈤ ! 


圆 证明纖命满足胸" 
证易知所给级数的收敛域为(一 oo , + oo ). 




(m-1)!h! 




, =0 ”！（” + 1) 


有 


// = ^ _ X _ 

) _ ^ ( n - l )!(7! + l )!， 


① r 

1 + St ^ 


( n - l)!(n + l )! 


nKn + Dl]^ 


on 


'U (n \) 2 (n !) 2 ” 

从而 ocy r + y — y = 0 . 

确定在复数域 U = x + iy ) 内下列幕级数的收敛半径和收敛 

圆 （2916 〜 2920〉. 


129161 S 


解令 


(z-i-iy 
71 • 2" 

1 

n • 2 n, 


由 lim = 2， 

«^°° ^irfl 

有收敛半径/? = 2,收敛圆为 

I z-1-i |<2, 

即 Cr - l ) 2 + (： y - l ) 2 <2 2 

【抓】 

解令 

_ (1 + 0 " 
n ~ n(n + l ) 9 
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§5. 幂级数 I 第五章级数 


由 lim 土 

^rtrl 


lim 


I 1 + H = 万， 


有收敛半径 


为，收敛圆为 U l<^,BP x 2 +y 2 <f 


129181 § (l + /)(l + 20-(l+m)- 


解 


合" = _ ul _ 

7 ” _ (l + f)(l + 2i)”. （ l+nz )， 


由 lim 土 

foe a^} 


lim 


l + (r?+l)f 
77+1 


Iim j /i±Xgt . i> 2 =1 , 

«-«» r ? 十 1 


知收敛半径 i? = 1 ，收敛圆为丨 z i< 1, 即 x 2 +y <1. 


【 2919 】 


解令〜 


ri^ y 


lim 


^irfl 


lim (^V 

ir-^o \ 77 / 


lim ( 出)。 

\ 72 / 


知收敛半径尺 = 1 ，收敛圆为 I z |<1 ，即工 2 +/<1, 


解令 a , 


n ( l - e h ) 


^ . 

=lim 

a irf 1 



rL ± l (^ - 


e ") 


I 1 — (cosa + isina) | = V(l — cosq ) 2 + 
2sin 妥， 


知收敛半径 i?= 2sin -^ ，收敛圆为 
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)z — e 10 | < 


2sin 号 


即 O — cosa ) 2 + ( 3 ; — sina ) 2 < 4 sin 2 y . 

【2921】利用牛顿二项式公式，近似计算河，若取展开式的 
前三项，估计所得的误差. 


解 


河 =2 (l + j ) 


( 1 + +•+ — A •音•音 + 為 


▲ W ▲ 

— 參—參 —# — 

3 3 3 8 3 

当取展式的头三项时，误差 


—— 


)， 


10 


㈤ <2 f V 十々 <0 . 001 

估计头三项，精确到四位小数，有 

【2922】近似计算 

(1) arctanl .2；(2) 7 T 000?(3) - p ；(4) Ini . 25. 

Ve 


并估计相应的误差. 

解 （1) 由 

arctaar + arctan^y = arctan 




令 * r = i ， 


即 = 于是 


■r 十 ：V 

l—jry 


11 


arctan 1. 2 = arctan 1 + arctan 


11 


f + n~i(n) + i(n) 
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若取头三项，则其误差 


1 私 l < }( n ) 


< 10一 5 . 


估计前三项，每一项取到小数点后六位有 

arctanl . 2 = 0. 87606. 

• (2) ^71000 = 01024 — 24 = 2(1 -0.024)^ 


0. 024 
10 


说一 


(0. 024) 2 


又上述级数的各项递减，今取三项，则其误差 


I 尺 3 丨 < 2 


為(忐一 0(; 一 2 ) 


(0. 024) 3 [1+0- 024 + (0. 024) 2 + …] 
< 10 " 6 . 

估计前三项，每一项取到小数点后七位有 

i ym 0 = l . 995263. 


⑶卜4 


1 , 1 1 1 1 

2 ^2! 2 2 3! 2 3 

± 1 , J_ 1_ 

4 j # r 5! # F 6! # ¥ 


各取前七项，则其误差 


1^7 |〈赤 <10- 5 ， 

估计前七项,每一项取到小数点后六位,即得 




= 0. 60653. 


(4) lnl . 25 


ln ( 1 + i) 


2-4 2 


4 • 4 4 5 • 4， £ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 

若取前六项，则其误差 

I Rs 1<7^< 10 ' 


估计前六项,每一项取到小数点后六位，即有 
Inl . 25 = 0. 22314. 


利用相应的展开式，以指定的精度计算以下函数的数值 

(2923 - 2327). 


129231 sinl 8°, 精确到 10一 5 . 


解 sinl 8° = sin 


JL = JL 


ir 3 


10 10 3!10 3 ._ 5 J 10 1 

该级数为交错级数，若取前 n 项，则其误差 



"<^1(呑广. 

现令 (2 nil )!( S ) < 10-5 - 

今计算 n = 3时即满足要求，估计算前三项,每一项取到小数点后 
六位，有 

sinl 8° = 0. 30902. 

【2924】 cosl °, 精确 _ 10- 6 . 

籲 

解 COsl ° = COS l80 = 1_ ^(l8o) 2 (ifo) 4 
经计算，令 n = 2,有 

于是有 cosl ° = 0. 999848. 

【2925】 tan 9°， 精确到10 - 3 

解 tan 9° = tan ^ = ^ + |(^) 3 +^(^) 5 + -, 

(2891 題结 论). 

若取前二项,且上述级数的各项递减，则其误差 
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R < 


吾(晶) T 1 + ( 孟) 2 +(壳广+…]< 10 ' 


今计算前二项，每一项取到小数点后四位，有 
tan 9° = 0.158. 

【2926】 e ， 精确到 10 _ s 


解 e=1 + 2 ^ r ^ 


今取1 + _ jy 作为 e 的近似值，则其误差 

1 1 1 
R ~ „§,«! _ (” + 1> …讲 

<-丄 f 1 = 丄 

今< 10^，即 n!n > 10 6 .经计算 n = 9满足 要求. 于是,当每项 
n\n 

取到小数点后七位，有 


e = 1 + ^] 


= 2. 718282. 


【2927】 lnl .2, 精确到10一 4 . 
解 ln (1.2) = ln ( l +0.2) 


0.2 - j( 0 . 2) 2 + +( 0 . 2) 3 - 士 ( 0 . 2) 4 + … 


若取前《项，则其误差 


R <^(0.2)-. 


令 


^+1 


( 0 . 2)^ 1 < 10~ 4 


经 计算； 2 = 4满足要求.即 


尺 <1(0. 2) 5 CUT 4 , 


于是,当每项取到小数点后五位，即有 
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lnl. 2 = 0. 2-4(0. 2) 2 + + (()• 2) 3 — j(0. 2) 4 

Z 6 4 ： 

= 0, 1823. 

【2928】根据以下等式:寻= arcsinl , 求岀心精确到10- 


解 


6arcsin 


+肖^4 (+) 7 . 


1.3.5.7 , 1 
2 小 “8* 9 


(i) 


9 


3 • 5 • 7 • 9 


2 • 4 • 6 • 8 • 10 ' A( 2") 
今取前六项，且上述级数的各项递减，则其误差 


+ 


• •• 


R<6 


11 


2 • 4 • 6 • 8 • 10 • 12 13 


■ 3 卜(音) 


+ (i) 4+ * 


< 10 — 4 . 


估计前六项,每一项取到小数点后五位，即 
7 T = 31416. 

【2929】利用恒等式： 

-?■ — arctan 4- + arctan t 


计算 7 t 数，精确到 0.001. 

解由题意有 

f = ( i _ T^ + i 


2 s 


y 




— i • • 


) 


+ ( + — + •辜 + + •辜 一+ .泰 + …). 


由于等式右端的两个级数皆是莱布尼兹型的，于是在被加数与加 
数中，省略的未写出的项的校正数分别为 


0<R } < 


4 


11 • 2 11 


< 0 . 0002 , 
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0 < R 2 < 


< 0 . 0002 . 


于是，总误差 /?<私 + Rz < 0 . 001，计算保留下来的项近似到小 
数点后四位，即可保证达到所需误差，列成下表(括号中的正、负 
号指示校正数的符 号）； 

正项 负项 


2. 0000 


0. 1667 (-) 


0. 0250 


0. 0045 ㈠ 


0. 0009 (-) 


0. 0494 (-) 


+) 5 • 3 ! 


3333 (+) 


0. 0033 (-) 


3. 3625 


+) 7T3 7 


0. 0003 (-) 


0. 2209 


又 3. 3625 + 3. 1415 = 3. 1 

从而 3. 1415 < ic < 3. 1420. 
因此，取 tc = 3. 142. 准确到 0. 001. 
【2930】 利用恒 等式： 


3. 1416 


4 arctan 


arctan 


239 f 


确定 tt 数，精确到 1( T 9 . 

解首先说明恒等式的来源，由 
arctaar + arctany 


l — xy 


arctan 

1，即 ( l + orKl+jO = 2,于是有 


arctaar + arctan > 
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若令 


JO 


，则 y 


有 


^ = arctan j + arctan —. 


这是 2929 题的恒等式.若令 


x 


5 


，记 arctan -p = a ， 有 


tana 


tan 2 a 


1- 


25 


12 9 


tan 4 a 


10 

12 


1- 


— = 120 
25 _ 119 


144 


令 




tan /? 


120 

119 


-1 




239’ 


于是 P = arctan 


从而 


4 


\ a — P = 4 arctan —— arctan 


1 


239 


我们有 n = 16 arctan — — 4 arctan ^ 


+ 


16 


3 5 3 


5 s 


丄丄丄_丄丄丄 1 1 

+ 9 * 5 9 11 * 5 U +13 * 5 1 

卜 ••}， 


▲ 


- • • • 


} 


239 3 239 3 

省略的未写出的项的校正数分别为 
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0 〈尺 


0<i?2< 5# 2395 <Y - JQ9. 

这是因为上述两级数皆为莱布尼兹型交错级数.于是，总误 


差尺 <亿+尺 2 < 


1(T 


现计算保留下来的项近似到小数点后10位，列成下表(括号 
中的 士号表 示校正数的符号）： 


= 3. 2000000000 


16 

3* 5 3 


0- 0426666667 (一〉 


= 0. 0010240000 


0. 0000292571 (+) 


0. 0000009102 (+) 


+) 11 • 5 11 


= 0. 0000000298 ㈠ 


0426959536 


16 

+) 13 • 15 13 


0 - 0000000010 (+) 


3. 2010249112 

)0. 0426959536 
3 - 1583289576 


239 


0. 0167364017 (+) 


+) 3TW ^ °- 000000977 

0. 0167363040 

故我们有 

3. 1583289576 < 16 a <3. 1583289577, 


-0. 0167363040 =-4^3 =一 0. 0167363040， 

7 r = 16 a — 4/9, 

3. 1415926536 < k < 3.1415926537. 

由此，按准确到 10— 9 的精度， 7 T =?= 3. 141592654. 

【2931】 利用 公式： 

In (” + 1) = lnn + 2[& + U2n \iy +•••]， 
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求出 In 2 和 ln 3, 精确到10_ 5 . 
解当 n = l 时 


ln 2 


2 (I + 3T^ + 5V 


S + …) 


省略的项尺 = 2 (n •表•表 


< 


1- 




计算到小数点后6位，作出下表 
-| = 0. 666667 (-) 

^3 = 0. 024691 (+) 

g -^5 = 0. 001646 (+) 

= 0.000131 (- ) 

+) 9T^ = a000011 (+) 

0. 693146 

于是 0. 693146 < ln 2 < 0. 693148. 

从而 ln 2 = 0. 69314…，并且所有写出来的五位数字都是精确的， 
若将第六位四舍五入，有 ln 2 士 0. 69315. 准确到10一 5 . 

令 w = 2,有 


ln 3 = ln 2 + 2(}+ 占 +占 

+ 占 + 占 + ”.)， 

与 ln 2 —样，计算取出的诸项到小数点后6位，作出下表 


① 


0. 400000 


0. 005333 (+) 



0.000128 


0.000004 (-) 


+) = 0 - 000000 (+) 

0.405465 

从而①式右端的级数的和为 0. 40546 …, 若将第6位四舍五入，得 
0. 40547. 最后，由①式有 

ln 3 = 0. 693146…+ 0.405465〜= 1.09861 …, 

若将第6位四舍五人有 

ln 3 = 0. 69315 + 0. 40546 = 1. 09861, 

准确到 10 - 5 . 

【2932】用被积函数的级数展开式，计算以下积分，精确 
到 0.001: 


(1) J J dr ; 

(3) f ^ dr ; 
Jo j : 

(5) P — dr ; 

JO X 


(7) 

% 


3 : Ar 
0 

100 ln ( l + x ) 


(9) [ l °° 1^+^ cLr ; 
J 10 X 

⑴） 卜 arcsiar^^ 

Jo X 


( 2 ) 


(4) 


J : e + dr ; 


dr ; 


( 6 ) ri ^; 


( 8 ) 


( 10 ) 


/•丄 
2 

. 0 


dr 

arctanr 


dr 


(12) j ^ dr . 


解 （ l)h^dr 


£( 1_ 寅一 fi+fi—•••)& 


_ "3 + 5 T 2 j _ 7 • 3! 丁 9 • 4! 


275 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


写出的项计算到小数点后四位，作 下表: 


1. 0000 


3 


2 ! 


0. 1000 


+)7-3! 


0. 3333 (+) 


0. 0238 (+) 


0. 3571 


+) 9 參 4! 


0. 0046 (+) 


于是 


1. 1046 

—)0. 3571 
~ 0. 7475 

0. 7473 < [V’dr < 0. 7476 


e _T dr 义 0. 747, 


准确到 0. 001. 


(2) JVdr 


J :( 1 + 士 +点+点+点+卡 


= 2 + ln2 + ^m + 3! • 32 + 4! • 192+.’. 

= 2 + 0. 6931+0. 1250 + 0.0156 + 0. 0015 +… 
= 2. 8352, 

于是 J^e^dr ^ 2. 835, 


准确到 0. 001. 



(3) [ 2 = 「 丄 

Jo X Jo X 


+ .“)dr 

= 2 -2 

2 3 丨 2 5 
• 3! 1 5 • 5! 

2 7 , _ 

7 • 7! 丁， 

写 出的项的计算其值如 



2 = 2. 0000 

3-3« 0.4444 W 
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+) Af = °- 0533 (+) +) 7TTT = a 0036 


(+) 


2.0533 
一) 0. 4480 
1 . 6053 


0. 4480 


于是 1.6051 <J ； ^d,< 1.6054, 
这是因为级数中省略的项的误差 


0< R < 


9! < 10 5- 


从而 


[ 2 ^dr ^ 1. 605. 

Jo X 


泰 

(4) cosx 2 dr 


1 ：( 


fl + fr 


••翁 


)心 


+ 9 • 4! 


计算取出的各项值如下 
1 = 1 . 0000 


0. 1000 


+)9.4! 


= 0. 0046 (+) 
1.0046 


-) 0. 1000 
^ 0. 9046 

这里级数省略项误差 


于是 


0</?< l3T6!<W 

[cOwSx 2 dr % 0. 9046， 


从而 


cosx 2 dr & 0. 905. 


准确到 0. 001. 

(5) r 也 
.( 


dr 


£ i ( x + fy + 




=：\ -j - -4 -- ••• ， 
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省略各项的值 


R< rhi 1 ^¥ + ^^) 


7-7!] 

写出的各项值计算如下 
1 = 1 . 0000 


< 10一 3 




T 2 


3! 


+)5-5! 


0. 0556 (-) 


0. 0017 (+) 


1. 0573 


于是 J : 宁 d ^ i .057, 准确到0. 001 


(6) 当 时 


于是 


1+ x 3 


叫士 )3 


A 


(士 

旮- O ' 

dr 


1+ x 3 


卖 (- wr (士 r 心 

沿 r 

(i) + i(i ) 8 


2 


(-D 
3 w + 2 


8 


取前两项的近似值，有 

1 = 0 . 119 + 汐,(0<0<0.001). 

若直接积分，有 
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广 dr 

J2 1 +X 3 

= r (丄 •—! 

J2 V 3 l+:r 3 x 2 — 


-2 

T +3 






arctan 


2 x-l 

~7T 


V 3 

3 

准确到 0. 001. 
(7) 由 


JT 


含 H 

^- In 3 ^ 0. 119. 
0 


A 


( l - x 2 )^ = 1 +y 


3 2 *2! 


+ … 


有 


…士 0 ， 337 . 


准确到 0. 001. 


( 8 ) 


Ar 

Fk ? 


J:( 1 —j: 4 +^|j jr8+ ...) dr 


1- 


1 • 3-45 


—• • • 


5 • 2 ， 9 • 2 2 • 2! 93 • 2 23 • 23! 

=(1. 0000 + 0. 0417 + 0. 0160 + 0.0090 + 0. 0060 
+ 0. 0043 + 0.0033 + 0. 0026 + 0. 0022 + 0. 0018 
+ 0. 0014 + 0. 0012) — (0.1000 + 0. 0240 
+ 0.0117 + 0. 0072 + 0. 0050 + a 0037 + 0. 0029 
+ 0.0024 + 0.0020 + 0.0016 + 0.0013 + 0.0010)+- 
〜 0. 927, 

(9) 当 : re [10,100]， 有 


- _ • • 


279 




ln(l +x) = In 


x 


«)] 




于是，有 

10 x 




100 


X 


dr 


10 


3 


oo 


ln 2 10 + 2 


(- 1)—1 


10 1 


(卜忐) 


3 


ln2lo+ B( 1_ ^)T^o ? ( 1 ~w) 

rM 1 — T ^)+ … 


^ 8.040, 
准确到 0. 001. 

? arctanr 


( 10 ) 


JT 


- = i ： i( 


X 




• 5 


)dr 


3 2 • 2 s ' 5 2 • 2 s 7 2 • 2 7 


+ … 


arctaar 


于是 , 

Jo x 

准确到 0. 001. 

ri 


dx ^ 0 . 487. 


( 11 ) 


arcsiar 

x 


dr 


o x 


+ 


H 


X 


x 3 


3 x 5 


3 • 2 • 4 • 5 

1 • 3 


+ 


• • • 


)dr 


: 4 • 3 2 2 • 4 • 5 2 • 2 5 ， 


+ 


• • • 


省略项的和值 
R< 


3 • 5 


2 • 4 • 6 7 2 


hM 1+ F + …) 
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于是 


arcsiar 


dr ^ 0- 507. 


(12) 由 


= = l+ilar + ^^^ + m + ^^ + 一 


又由 2286 题知 


\ n n xdz = (—1) 


n \ 


(n + 1 严 


T 是 


At ^ 1 - [- -(- 

o rar 4 ^ 27 256 卞 


若取前四项，则误差为 


R< 4!(4 + 1) 4+, = 5 ?< 10 5 * 


故 


jr^dr ^ 0. 783. 


准确到 0. 001. 

【2933】求出正弦曲线 : y 
弧长,精确到 0.01. 

解弧 


siar (0 < x < 7 t ) 的一个半波的 


1 + cos 2 xcLr 


1 + cos 2 xdr 


!{；(l + }cos 2 x-257FCOs^+^|3 


COS J 




)dr. 


又由 2290 题结论知 


j 。 2 cos 2n xdr = 2 ^r 


( 2 n )\ 

• m 丨 • w ! 


有 


jr j ?r • 2! 1 • 7 t *4! 

J ' ~Y~ 涵 > ， 2 ! 2 ! 


1 * 3 7 r » 6! 

3!? # ^^3!3! 


• • • 
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若以写出的各项值为 S 值，则误差 I ?满足 


0 < R < 


3 


2 丌 


8 ! 


4!2 4 2 9 • 4!4! 




于是 S ^ 3. 14 ( 1 + 0. 25 - 0. 05 + 0. 02 ) ^ 3. 83. 

【2934】 楠圆半轴分别为 a = l 和 6 =+ ,求椭圆的弧长，精 


确到 0.01. 

解由椭圆的参数方程 

oc = asin /, y — boost , 

于是 ds = yj x ] + y^dt = y / a 2 cos 2 1 + b 2 sin 2 / d / 


==a y/l — e 2 sin 2 rd /, 

其中 e = yZEE 为椭圆的离心率.故有 


s 


4“[ f yr^ 

Jo 

4 a lo f ( 1_ i 


e 2 sin 2 ^ d ^ 


e^sin 2 / — ^r^?e 4 sin 4 f 


2!2 ‘ 


3! • 2 3 


e 6 sin 6 / 


—-• • • 


)dt 


4 a ( 


jr 


1 2 # TTJLll 

2 2 3 


e 


4! 


2!2 2 2 s • 2! • 2! 


3^6 . • 6t 


3 \ 2 } e ' * 2 7 • 3!3! )' 

若以前五项作为 S 的近似值，则其误差0 < K < 10_ 2 ，代入〜 A 值 


有 


(, 1 3 3 9 5 27 5 * 27 >3 \ 

V 4 4 64 16 256 64 256 • 64 • 4 ) 


^ 2 tt ( 1 - 0. 188 - 0. 026 - 0. 008 - 0. 003- ) 

义 4. 84. 

【2935】 电线悬挂在两根桩上，两根桩之间的距离为 2 Z = 
20 m ， 电线具有拋物线 形状. 若凹处的矢 A = 40 cm , 计算电线的长 
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度，精确到 lcHL 

解建立坐标系如下 



于是， A (- 10,0. 4),8(10,0. 4)，则抛物线 AOB 的方程可设 
为/ = 2办，从而 

10 2 = 2/> X 0.4, 

有 /> = 125. 


所以方程为 : y 
故所求的电线长为 


250. 


f : ^/ 1+ (1^) 2 如 


25 ojJ / T + Fd / = 25 ojJ ( l+/ 2 )^dz 

250 Io ( 1+ i' 2_ 2!^¥ /4+ aKi' 6 


-皆 5 〜十 

= 250 (l + 士 . j • 碁 — 5^2)~¥ •£ + •.•) 

今取级数的前两项作为 S 的近似值，则其误差 

0 < R <^ w ^- w <l0 ~ K 

因此 S 〜25。(矗 + + •士 •碁)& 20. 02. 

于是所求的电线长为 20. 02米，准确到 a 01米. 
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§ 6. 傅里叶级数 

1. 展开定理若函数 /( x ) 在区间(一 /,/) 为逐段连续并且 
具有逐段连续导数 / u ) ,而且它的断点$是正则的(亦即 m = 

+ [/( 卜 0)+/ (汁 0)]), 则函数 / Cr ) 在这个区间可以用傅里叶 
级数表示： 

/⑺=| + |] 卜 cos 〒 +6”sin 〒） ① 

其中 = - y ~ [ /( jr)cos (w = 0， l ，2, …） ② 

/ J —/ L 

和 b n = y | /( j-)sin ( w = l ，2, …） ②’ 

特 别是： 

(1) 若函数 / Cr ) 是偶函数，则 具有： 

/(• r ) =|+ fj a „ C os 〒 ③ 

其中 a n = \ \ /( x)cos ^ y^dr (w = 0， l ，2, …）； 

/Jo l 

(2) 若函数 / Cr ) 是奇函数，则 得出： 

/(:r) = ^b n sin^j^ ④ 

n=l 1 

其中 — W /( x)sin ^ y^dr (” = 1，2,…) • 

L J o L 

在 (0, z ) 区间有定义并拥有上面所提到的连续性质的函数 
fix ) ，在这个区间可以用公式 (3) 以及公式 (4) 表示. 

2. 完备性条件对任一在区间[一 /,/] 上可积且其平方也是 
可积的函数 / U )， 作具系数(2)、(2')的级数(1)，则李雅普诺夫等 
式成立： 

f + S (W +试)= yj / i /( x ) dr . 

3. 傅里叶级数的积分在区间(一 Z J ) 按黎曼意义可积分的 



函数 /Cr) 的傅里叶级数 (1)( 即使是发散级数），都可在这个区间 
以逐项积分. 

【2936】把函数 fix ) = sin 4 x 展开成傅里叶级数 • 

解在 [- ltt ] 上，设 / Cr ) = sin 4 x 展成的傅里叶级数为 

OC 

fix ) =孕 + { a„cosnx + b n s \ nnr ). 


sin 4 x = ( 


1 一 cos2x 


---2- cos 2 x + - 


1 + cos4or 


有 


= 7 — x-cos2j: + — cos4j» 

O L O 

^ psin 4 xdr 

7t J 0 

Hod - 

— I sin 4 «rcos;ircLr 

7T J 0 

呈 P d cosnr —cosZr cos^ir + j o 

7T J 0 V O 4 O 


cosZrcos^tr + -r* caslrcosnr | dr 


n # 2,w 4, 

， rt — 2 , 


百， 


-[ K sin 4 

7T J-ir 


xsinnxdr = 0，（n = 1 ， 2 ， " 參 ）. 


又 fix ) 为连续函数，故 Fom ^ r 级数收敛于函数本身，即 


/⑴ 


-T- cos2x + -5"COs4r. 

L O 


【2937】三角多项式 

n 

P„(x) = 2 (a,coszx +/Jsin£r). 


0 
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的傅里叶级数是什么样的？ 

解 P „( x ) 是以为周期的函数，于是我们只考虑在[— 
7 T ] 上展成的傅里叶级数. 

由 


丄 P P n U ) 

7C J -7T 

丄 芝] (ay cosir + ( 3 , sin£r ) dr 

丌」，卜0 


2 a 。 ， 


— I 尸 “: r)cosnr dr 

7TJ -ic 

—I (a, cosir + B, sin£r) cosnx dr 

- n~K 



P n (x)sinrLrdj ： 


^(g/COSLr + ^ sinix ) sinnr dr 

J —K n 


于是，在 [一 7 r ，7 T ] 上，我们有 

oo 

Pn(-r) = y + y ^( a n cosnz + d fl sinnr ) 

L «=I 

n 

=^(qi cos£r + sinir) • 

【2938】把函 

fix) = SgrUT (—7T<0 ：<7r). 

展开成傅里叶级数，作出函数图形及其傅里叶级数的若干部分和 
的图形. 

利用展开式，求解莱布尼茨级数 的和： 


v ( ~ ly 

2n-l 


解 
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sgarcLr = 0, 


sgarcosnrcLr 


I r« • 2 f 2 • 

— J sgnrsinnrdr = 一 J sgarsinnrdr 


^fsi 


simir dr 


2 n 

- COS 722* 

T2TT 0 


? 17 C 


[1-(—1)”]， 


而 / Cr ) 在(一 7 T ，7 T ) 上只有一个第一类间断点，于是其傅里叶 


级数收敛.且 


^ f-1 ， -7T<X<0 

7T trf Lk — l 

ll ， 0 < JT < 7T. 

fU ) 及其傅里叶级数的若干部分和的图形如下 图形. 


7 T TT 


sin(2 々 — Djc 

~ 2lT -\ ~ 



这里 /( i ) = sgar , Si =级数第一项， S 2 ==级数前两项之和. 
现令 : r =寻，有 


(一1产 

2k-I 


于是莱布尼兹级数 


V 

^ 2n-l 


4 - 


在指定区间把下列函数展开成傅里叶级数 (2939 〜 2951) 
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其中 A 为常数，在区间 (0,2 Z ). 


解 


4[V)cLr = ifAdr = A, 

/Jo /Jo 

+L /(2)cos 


jj:/(:) s i n 〒 

— [1- (— l ) n ]. 


da: 


H : Asin - 


由展开定理， /Cr) 可展开为 


l + ^§2^+ I sinm + 1) 


7 t £ 


A ， 

A 


0<X<ly 


10 , l<x<2L 
【2940】 /( x ) =: r , 在区间 (一 tc ,7 t ). 

解由 /( x ) = «r 知 / Cr ) 为奇函数，有 
a 0 = a n = 0, 

買 , 2 - 





傅里叶级数 達五章 


解 




a n = If ^ 

7T J 0 


cosnrdr 



sinnz 


2 霣 1 [ 2n 

+ ^ — sinrirdr = 0, 

o ltitij o 


7T J 0 


sinnrdr 



cosnr 


— 丄 r 

o 2 ； 77rJ o 


cos7irdr 


于是由展开定理,/(工）可展开为 


写 ^ = 〒 16 ( 0 , 2 兀 ). 

【2942】 fix ) = I x I ，在区间(一 7 t ，7 r ). 

解因为 fix ) =\ x \ 为偶函数，于是\ = 0,且 


2 r 

ao = 7Jo 


jccosrir dr 


— xsinnr 
nn o 


£ f: si 


sinnrdr 


n 7r 


[(- ir - i ]. 


于是由展开定理， / Cr ) 可展开为 

jt __ A 令 cos (2々 + l)x 

( 2 k + 1) 2 


I X I ,X G i — n ^ Tc ) 


【2943】 / ⑺ = {:， 雰:: 

[bxj 若 0 〈 : r 〈 tt ， 
其中 a 与 6 为常数，在区间(一 7 T ，7 T ). 

解由 

a 0 = — ardr+ —[ hxdx = 匕 % ， 
7 T J-x 7 r Jo L 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 




丌 J 


•0 


<zrcosnrdr + 丄 fercosnrdr 


$ 


— 1)”]， 


7T7T 


b u = — [ or sinwx dr + — I &r k sinnrdr 

TlJ-n 7CJ0 

n 

于是由展开定理， /Cr ) 可展开为 




b — a 2(a — b)\p cos(2k + 1)x 

1 ~ 乙 (2k + \y 


r «0 


+ (“ + 6)2 




1： 


— 7T < X < 0, 

: r = 0, 


{kTn 0 < O' < 7T. 

【 2944 】 fU) = 7T 2 —«r 2 , 在区间 (一 7t,7r). 

解因为 fix) = k 2 -x 2 为偶函数，于是 6,, 


“0 


•|J: (TT 2 -x 2 )dr = |(7t 2 x-^ 3 ) 


4tt 2 


a n = —\ (tc 2 — x 2 ) cosnr dr 

KJO 


fl ； 


cosMrdr 


_2 
mz 


sinm 


o 


+1 

tittJ o 


4 


xcosnx 


7 T 7 T 


jrsiimrcLr 


H-- y- cosnrdr 
n it Jo 


(- 1 ) 


n +\ 


于是由展开定理， /Cr ) 可展开为 
— 290 — 


0 ,且 



傅里叶级数 第五章级数 


¥+4 e 


- 1 ) 


計 1 


COSMT 


= 7T 2 — X 2 G (一 Tlyiz). 

【2945】 fix ) = cosor ， 在区间(一 7 t ，7 r)(a 为非整数) 
解因为 fix ) = cosor 为偶函数，于是心= 0,又 


llo 

1 |[ ( 


cosordr 


an 


Sinfl7T 


cosclt cosnr dr 


丄[ [ cos(n 4- a + cos(n — a ): r]dr 

7T JO 


_ 2sin^7r (-1 )， 

_ 7t • 72 2 -a 2 

从而由展开定理， / Cr ) 可展开为 

2sina7T「 1 丄 ^ 广 ― 1 


nap 「丄 + d » h-i acosnx 1 _ 

7 t 12 a n 2 — a 2 . ~ 


cosar 


: r 6 ( 一 jr ，7 r ) 

【2946】 f ( x ) = sinar ，在区间(一 7 r ，7 r)(a 为非整数). 

解因为 / Cr ) = simir 为奇函数，从而 a 。= a „ =0,又 

2 

b n = — sinaxsirmrcLr 
7 T Jo 

J rn 

= 一 [ cos(n — a ) x — cos(w + a ) x]dr 
7 T Jo 

_ 2sina 兀 ■ (— 

x n 2 ~ a z 


从而由展开定理有 


2 siruz 7 r '， （一 1)’ 广 1 wsinnr • 

- Zj - 2 -2-= 汾 ㈣ 

n n 2 - a 2 

【2947】 /( j -) = sh^ir ， 在区间 (一 7 C ，7 T ). 
解 因为 /( x ) 为奇函数，于是 a 。= A 


丄 , 

har , 


sinaz G (一 兀，兀) 


0, 又 


fi : 


sharsin 7 irdr 
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shajrcosnx 


n J 


呈「—丄 

7T L n 

— ———— shfl7r + ^chax sirmr 

- 釘： 


cosnr char dr 


o 


sharsin/irdr 


2 (- 1 ) 


;rH 


nn 


sh ^7 T 


~$ bn 


故 


b n 


(-in 


(/2 2 + a 2 )7 C 

从而由展开定理有 


sh ^ Tr » 


2shci7r 


l)^ 1 = shax,x 6 (一 丌， tt) 


【 2948 】 f(x)= 产，在区间(一 

解由 


“0 


士 L eardr= 忐 ( e " -e_ ") = 盖—， 

H* 


a„ = —j ^e^cos 


b n 


a cos 





h 


叫 f ) 




(-l) n 2ah 
(a/i) 2 + (mO 
rh 


sYiah y 


h\ 

1 

h 


nnx 


sin . 

-七 h 


dr 


nnx nit 

■ '■ '■ ' I 

h 


asm —-^cos^ 

n n 


叫 f ) 


e " 1 


= (-1)^2^ 
(ah) 2 + (mt) 

于是由展开定理有 


shah , 
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6. 傅里叶级数 





n n 




(泌 ） 2 + (w): 


x G (— h ， h) 


【 2949 】 /Cr) =:r ， 在区间 U,a + 2Z). 
解因为 




xdr = 2(a + /) 9 


xcos 



xsin 






mt 


丄 r s in 

mxJ a 



冱 sin， 

nn I 




•rsin 


nnJr 


dr 


xcos 


mzx 


mt 


fl +2/ + 2 '°^ 21 

a T 1 TZJ a 


COS 


nnx 


dx 


^cos^ 

H7T I 


于是由展开定理，有 


a + / + f § n( sin 


^ cos ^ 


cos ^sin^ 


]=6 (a,a + 21). 


【 2950 】 fix) = jrsiar ， 在区间(一兀，兀 ). 

解由于 fU) = xsiar 为偶函数，于是 6„ : 

2卜 

ao = 一 xsinxdx 

丌 Jo 

= * (- .rcoar + J cosxdr )=2, 

a n = —\ xsiarcosMrdr 
7 T J 0 


0,又 
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一 x[sin(n + l)x ■— sin(n 一 l)xldx 

7T J 0 

1_「― jcos(tz + l)x , sin(n + l)x 

rL ~m^ "— ( t 7 + d 2 



xcos(n — l)x 
n — 1 


sin(72 — 1)x1 

( n — l ) 2 」 


0 



2(- l )^ 1 
rr — \ 



2 , 3 ,…， 


2 • 

a\ = — Xvsiarcosxdr = 

7T J o 



从而由展开定理有 




cosx 


+ 2 S 


(- 


cosnr 


xsiar 


x (— 7t ， 7r). 


【2951】 / Cr ) =« r C oar ， 在区间(一晋，号). 

解因为 / Cr ) 为奇函数，于是=〜= 0,乂 


b n 


xcosxsin2nr dr 


_ 4 _ '"2 

7T JO 

— [ 2 j ： [sin(2n + \)x s\n(2n— l)x]dr 

7 T Jo 


2^ jrcos(2r? + l)x , sm(2n + l)x 

ttL 2” + l. 卞 （ 2” + l) 2 


xcos(2r? — l)x , sin(2n — l)x 


2n-l 

- 1)^16 


(2n-l) 


JK 

2 


( 4 t 2 2 - 1 ) 


从而由展开定理有 


16 S ^T=^sin2nr = arcoar,x 6 (_f ， f) 


71 
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. 傅里叶级数 


第五章 级数 


把下列周期函数展开成傅里叶级数 (2952 〜 2959). 

【 2952 】 /O) = sgn(cosx). 

解由 

+ = Sgn[COS (: T + 27T)] 

= sgn(cosx) = fix) ♦ 

知， / Cr ) 以 2 ；r 为周期的周期函数，又 /( x ) 为偶函数,于是乂 = 0 


2 f x 

— sgn(co&r)dr 

7t J 0 

-|(| o f dr + J^(-l)dr)=0, 
2 r « 

— sgn ( cosx ) cosnr dr 

7T J 0 

— cosmt dr - J! cosnr dr ) 

互(丄 sin 孕 + 丄 sin 专 ) = A 

tz \ n l n if m\ 


sin 


nn 


n 为齡 


~ 1 (_1) * (2kTWn^ ri = 2k + hk = 0,h2^. 

从而由展开定理， /(•!•) 在 (一7 T ，7 C ) 上可展开为 

又上式在/( X )的不连续点 o ： =— j 和: T = f 也成立，事实上，在 
这些点满足 


/( X ) 


[/Cr-0)+/Cr + 0 )]， 


于是， VjtG (—°°，+°°)，上述展式皆 成立. 

【 2953 】 fix) = arcsin(sinx). 

解易知 /( x ) 是以 2 tc 为周期的连续周期函数，且 f (工)在 
(一 7 t ，7 T ) 内为一奇函数，于是 (2 。 ^ a n = 0, 又 
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b„ — — { arcsi 

7T JO 


arcsin( siar) sinnrdr 


jsinnrdr + ( 兀 一 x)sinrir dr 


I [(- f cosnx + ▲sinnr ) | J - 晋 cos?tr 


(7 


cosnr 


如 nnr)|;] 


sin 


nn 


w 丌 


(一1)‘ 


兀(2走 + 1) 2 , 


”为 偶数， 

n = 2k-\-lyk = 0,1 ， 2，.". 


从而由展开定理有 


s 


(- 1 )^ 


sin(2 々 + l)x = arcsin(siar), 


(2 k + iy 

x G (—°°，+°°). 

【 2954 】 fix) = arcsin(cosx). 

解由 fix) 为偶函数知戈 = 0, 又 /Cr) 以 2tc 为周期的连 
续函数，于是 


Clo 


U^arcsin(cosx)dr = ( 号 - *r)dr = 0, 


CLn 


2卩 • 

— arcsin( cosx) cosnx dr 
7T Jo 

—J ( 号 ' x) cosnr dr 

2 r 7T - 

7L2^ m 


7T 


X • 

innr - sirnir 

n 


[ i -(- d w ] 


n 71 

cosnx 

- 0 


0, 


^ 为偶数， 


4 


(2 々 + 1) 2 tt’ 


2 是 + 1 ，々 = 0 ， 1,2 
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从而由展开定理有 


. 傅里叶级数 


第五章级 




7 T TT 


cos( 2k + l)x 

(2k + \y 


arcsin(cosx),j ： 6 (—°°* +oo) 


【 2955 】 /(x) = x — [x]. 

解因为 

/(«r + 1) = a* + 1 — 0 +1] = jt +1 — [ 了 ] - 1 

=x — [a:] = /(a *)， 

于是 /(d 以 1 为周期 . 且除 a:= 为整数）外， /(a:) 皆连续 . 

由 ^ x ~ [ 了]}心 = xdx = 1, 

丄 J 0 Jo 

T 

a n = +j* {x — [jr]}cos2w7rxdr = 2 J xcos2mxxdT 


= 2[ 士—一 4^cos2 W kx] |: = 0 ， 

=- 7 -1 {x — [jr]}sin2w7rxdr = 2| xsin 2 r 77 r-rdr 
」_J 0 Jo 

J 

= 2 [— ☆ cosW + i7^ sin2 H : 


niz 


于是按展开定理有 


— o ] 


S 


sin27?7rx 


: = 0, 士 1，士 2,… 


【 2956 】 fix) = (x) ， 其中 Cr) 为 : r 到与它最近的整数的 


距离 • 


解 fix) 是以 1 为周期的连续函数，由 


(j)dr 


2 [ 2 
Jo 


xdr + 


一 : r)cLr =如 
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2 (x)cos2rz7rxdr 


[1： 


xcos2mzxdx + 


1:(卜 


x)cos2mix 



j^ sm2 ^ + ^ cos2 


H! 


[2 tZ 7 T 


sin2mr:r — ^ — sin2n 丌 ： r 


2nn 


4( w 7 t ) 


cos2 


■ 

mzx 


(nn) 


^[c-ir-i] 


〃为偶数， 


€ 


2_ 1 
7 • (2k + l) 2 

\ . 

j：vSin2r77rxdr 


2fe + ia = 0 ， l,2，.">. 


♦ - 


j ： )sin2nnx 


， 

dr 


{[- ^ cos2nnx + 

• 【- 2~cos2mrx + 


4(mr) 2 


sin2 


mr，] 


cos2mrx + ^~cos2n7r-r 

/w 丌 


— 心 sin2 H 


从而由展开定理有 


丌 rr 


S cos2 丌 (2 是 + l)x 
~ (2k + l) 2 ~ 


(x) jjr G (—°°，+°°). 


【 2957 】 fix) =| siar |. 

解 /Cr) 以 Tc 为周期的连续函数，且 /(x) 为偶函数， 于是心 
0 ,又 


1 丨 siar 

7T J 0 


| dr 


nil Si 


sirurdr 
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— | siar | cos2nr dr 

7T J 0 

— [ 2 [sin(2n+ l)x — sin(2w 一 l)x]dr 

7C J 0 

I [—古严 + ㈣ 士严 (2 » - 叫 I 


n 4w 2 — 1 ’ 
从而由展开定理有 


S] =1 siru: I ,x 6 (-°°，+°°). 


【 2958 】 fix) = I cost |. 

解 由 fix) = I cosx I = sin Kf) 


知，依据 2957 题有 


I COSX I 


S 


丌 ~ 


cos2rz(x 
An 2 - 


+ f) 


^ (— l) l, cos2yLr 
4n 2 -1 


= 4+4S(-d 


丌 7 " 


^+i cos2ur 
4” 2 — 1 ’ 


X 6 (—°°，+°°)- 


【 2959 】 fix) = Y,a n ^ (la |<1). 


解 


knAk = 0, 士 1 ，士 2, … ） 时， 


lim^^ 

siar 


lim 


ncosnx 

cosx 


n(-l) 


(n-\)k 


对于函数九 (: T) 


sinnr 

sinx 


当 a ： = h ， 其值定义为极限值，于是 p n U) 在 ( 一％， 
续，且 ACr) 以以为周期的函数，并且为偶函数.又 


) 上连 
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p n (x) = ^- 

siar 


sin(w — l):rcosr + cos(w— Dxsiar 


SUIT 


= pn-\ (x) cost + cos(n ~ 1 )x ， 

有 I pAx) Kl (x) 1+1 ， 

x 6 (—°° ， +oo) fW = 2,3，.“. 
又 / Cr) = 1 ， 于是利用归纳法知 

I p n ( x ) 6 (—°° ， 4-00),72 = 1 ， 2 ,…. 

从而 a " ^sin^ < w I a | n ， J* 6 (—°°，+°°)，w = 1 ， 2，.”. 
由于级数 I a I” 收敛（因为 I a |< 1 ), 于是级数 


在（一 ⑺， + m) 上一致收敛 • 从而 fu) 

—_ 1 SIlLXT 


s 




/ = 是 ( 一 〜， +co) 上的连续函数，且在任何有限区间上 


皆可逐项积分 . 

由 /Cr) 以 2 ； C 为周期，且为偶函数，有 b, 


0 ,又 


^r|：^ ^dr = ^.Ar 

7tsiar 7r Jo siar 

昱「 S a^r^dr+ 2 ap^cirl 

Jo sinx •“ Jo sinr 」 


2S« 


2^H 


2a 


， （ 2291 题结论 ) 


_2_r* ^ m f K sin^irco syir 
7T J o ^t{ Jo siar 


dr 


oo ^ 

2>: 


sin(m + n)x~ {- sin(m — n)x 


siar 


dr 


h+h, 


其中 


2> 


sinim + w)a: + sin(m — n)x 




siar 


dr 
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傅里叶级数 


, 2 二丄、 sin(m + n)x + sin(m — y?)j^ 
2 it ^ Jo siar • 



m>n 


当时， i\ 中各积分皆为零，于是 h =0; 当时，若 
m + n^m — n 为偶数，则 J 2 中的对应的积分为零，若 w — w 

为奇数，则 / 2 中对应的积分等于 2tt . 于是 


2 宣 > <2 湖 ，= 2 川 

^^0 丄 ° 


从而由展开定理 , /Cr ) 的展开式为 


fix) = ^ 2 (1 + 2y^g w cosnr ) ， x 6 (― °°， +°°). 

丄 _Qr fi-i 

【 2960 】把以下函数展开成傅里叶 级数： 
fix) = seer (一 子 < 予 ) • 

解 fix) = seer 在内连续，且是偶函数，于是心 


0•又 


nil 


secxclr 


^fln 

It 


tan 


f )|]|： 


8 ln Sin (f + f) 4 

4 cos (f D 」。 

8 [ 卜 4 + 


sin x 


+ 号) 


旦 「ln 

7T L 


1 + siar T 
COST 」, 


= lln(l+7 ^)， 

丌 

cos4nr — cos(4nr — 4x) 


又 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


有 


于是 


— 2sin(4nr — 2x)sin2x 

— 4sin(47ix - 2x)sirircosj ： 

2[cos(4nr — x) — cos(4nr — 3:r)]co! 


dn 


dn 


cos4yir 

cosx 


dr 


(n = 1,2,-) 


[cos(4n — l)x — cos(4r? — 3)j：]dr 


cos4 ( n — l)x 


![ 士产卜 — i)— 士 3 — 


m 


7t) ]+‘l 






16 


M( 


2 \4w-3 in 


1 =l) +a 


rr—1 


72(-1) 


7T (4w — 3)(4 m 一 1) 




1672 




(-iy 


Uk-3)(Ak-l) 


+ “ 0 




-1)^ 


1672 

7u (Ak-3)(ik-l) 
+ ^ln(l+72),n = 1,2,-. 

7C 


从而有如下展式 


seer 


含 ln(l +/2) + S[7 In(I +^2> 


1672 




-1) 


7c g ( 从 一 3)(4 々一 1)- 


cos4nx 


( _ 胥，号 ). 


【2961】把函数 fU ) = x 2 展开成傅里叶 级数: 
(1) 在区间 (一7 T ,7 t ) 按余弦展开; 
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(2) 在区间 (0， tc ) 按正弦 展开； 

(3) 在区间 (0,2 tt ) 展开. 

作出函数图形及(1)、(2)和 (3) 中傅里叶级数的和的图形. 
利用这些展开式求下列级数的和： 


2 占 ，2 


(- 1 ) 


/n- 1 


和 


解 


(1) 由 / Cr ) 为偶函数知6, 


0 ,又 


2 p 

7T J 0 


cosnxdr 


(― sinTzx+^fcosrLr-^sin/Lr) 

V 71 71 71 f o 


(- 1 ) ! 


于是 f(x) 在(一 7t ， 7T ) 上按余弦展开为 


A OC 

?+4 S 


(— I )” 


cosnr 


x 2 6 L — 兀， ttI 


n^l 


(2) 由于叫 


,= 0, 又 

— [ x 2 sinru: dr 
7T Jo 

2 / x 2 , 2 • , 2 

—- COSMT 十 -^XSITLT + -TC( 

7r > n rr n 

+ 夫 [(- ir - i ]. 



有 /(X) 在 [0,7T ] 上按正弦展开是 


2^2 


(― 1 广. 


- Sin/LT -‘ 

77 n i 


S 


sin(2^ + l)x 
(2 々 + l) 3 


(3) 由 


J： 2 G [0 ，丌 ]. 


丄 fVdr 

7T J 0 


Stt ! 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 



¥+ 4 s 


(- 1 ) 


于是 


s 


(- 1 ) 


irH 




② 


将级数① + ②，有 


銀 +< 


(一 1) 


1)^1 
” 2 」 


8 


③ 


【2962】 根据展 开式: 

x = 2 2<- D wM 


sinrir 


(— 7T < x < 7t)^ 


用逐项积分法求函数: T 2 ，/ 和分在区间 (_7 C ，7 t ) 内的傅里叶级数 
解对等式两边在 [0， i ] 上积分有 


22(-1)" 


cosnr 


s 


(一 1) 


/rH 


赛， 


于是我们有 


T + 4 2 ( - 1) " £2 ^ H： ^^ ( U ). 


① 


将①式在 [0,« r ] 上逐项积分，又 




—1) 


sinnx 


我们有 


2tt 2 S(—D 於 】+ 


simir 


于是 


S(-i) 


sinnr 


7 r\r 


J ： 6 丌，兀)，② 

•O' 6 [ — 7C ， 7C]. 


将上式从 0 到积分有 


S (- 1) 


COS?LT — 1 


48 


G [ — 7T ， 7T]. 
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令 JT = 7 T 得 


S (- i ) 1 


1) 


丌 

48 


于是有 S 


d , (2^ + D 1 


丌 

96* 


又级数 S 4 

/#=! 11 

收敛，设其和为 S ， 由③ 一④有 


即 


从而 


2 

w=i 

互 

16 

S •- 


( 2«) 4 




S -盎 • 


=^ 
9 CT 

将②式从 _7 T 到 X 积，且以 


23 


2 




， 2 占 


90 


代入有 


— _ ， 

X 


2 L 

T 


也就是 


_獨 

x 


= 2^(-1)" 2兀 2 •誓 

+ 122(-1)^ ^^ + 12 •羔 

« 90 

f87r 2 2(-ir^ 


+ 482(-1 广 1 逆平^ e C-7T,7r]. 


【2963】写出函数 

1，当丨 or |<« 时； 

0，当《<| 0： |<71 时 

根据李雅普诺夫等式求下列级数 的和: 


fix ) 


的李雅普诺夫等式. 


E 


sin^ m 


与 2 


m 
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解因为 / Cr ) 为偶函数，于是6,, = 0,且 


7T 」0 丌 

— cosnrdz = 

7 T J 0 


2 sim ^ 


nn 


乂 丄 p 尸 Cr)dr = = &• 

TZJ-tc 7 C J 0 7 T 

从而 JXX) 在[一 TC ，7 T ] 上展开的李雅普诺夫等式为 


^ L f 


( x)dr 


2 a 


故 


2 


sin 2 na _ a ( n ~ a ) 


由 2961 题知 

co 

2 


cos Va 


女 J _2 sin 2 如 


a(n — a ) — 7 t 2 •一 3 to + 3 a 2 


【2964】 把下列函数展开成傅里叶 级数： 

(jCy 若 0 J ： < 1; 

/(工>=^1， 若 l <: r <2; 

U - a ：， 若 2<: r <3. 

解 fix ) 在 [0,3] 上按周期为 3 作傅里叶展开，于是 /(： r ) 的 
延拓(周期为 3) 是偶函数，从而乂 = 0,乂 


書 J :/ (恤 

1 J : xdr +音 J ": &+音 J : ( 3 —工 ) 如 = 音， 

2 f 1 2mr:r」 | 2 f 2 2n7r：rj 

了]。德丁& + ^1严丁心 

+ |J:(3-：«:)cos 亨 dr 


dr 
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• 2 nnJ ： 1 9 … 

sm ~ r + w cos 



o 


2 nn 


• 2^7 tx 2 i 「 9 . 

仙丁 + L 2 ^ sin 



2 nn 

[— 


jrsm 



4 n 2 ir 2 


cos 


2 mzx 


+士( ⑽ 


2 w 4.^4 mr 


2( w ) 2 4( mr ) 


)] 


=- 7 -^ 2 + 7 -^ 2 (- l ) n COS ^, 

( mr) z ( mr) z 3 

于是由展幵定理， / U ) 在 [0,3] 可按余弦展开为 


h 諮 [4+YO 宁 = 你 . 

2[-^^ 2： eos f ] cos ^ 

= l)cos^f + -Dcos^f? 

+ (—泰 + 辜 ) COS27WT+ ( 一去一去 • |)cos^f 
+ (_ 告 +*)COs47U ： + … 


°° T 

2^ 


cos 


2 nnx 


+ 音•秦 


COs2w7C^ 9 


因而 /’(: r ) 的余弦展开式为 


/(x) 


27 § ^ C0S 



2 ~COs2^7TJr» 


rr- 


[ o ,3]. 


利用以下 公式: 


cosx = ，siar = 石 （，—【)• 
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其中 f = 浐与 i ，得出以下函数 

2969). 

【2965】 cos ^，^ 为正整数). 


k ，得出以下函数傅里叶级数的展开式 (2965 


解 


(午) 

L L /-0 /- m 41 


nr-\ 


-LCL +i[2^ +2^ e-] 

^ 乙 / =0 7=0 


+ 2^2 C ^» [ e 2< 


2(// r - i)u 


=+ ^ r ^] c L cos2(w — 5)x 

t~0 

= ^C? w + ^= 7 客 CV cos24r, 

因为上述表达式为一三角多项式，于是在 (一《>，+ 〜）上的傅里 
叶展开式即为本身. 


【2966】 


1 一 2qcosx + q 2 


(N 1<1). 


± 


解 


SUIT 


1 — 2qcosx + (f 
_ 1 


:(# 


一心 +e •士 )+q 2 


2i (l-qe ir )(l-qe- u ) 

= li (1 - - 1 — ) 

=^[(1 + q 2 e 2ir H - ) 

—(1+ge—+gV 2ir +•")] 

= qsinx + q 2 sin2^: + •••,. 

而级数… +9^117^： + …，在(一⑺， + CO ) 上一 
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致 收敛. 事实上丨矿 sin 7 ir |<9% 2^(1 9 1< ^收敛，于是 

»=1 

m jT^ 

在(一 00 , + oo ) 上一致 收敛. 于是级数 


^jQ^sinru 

；1=1 

即为傅里叶展开式. 


1 — 2 qcosx + q 2 


tX G (―°°，+°°). 


129671 



2gcosx + q 3 


(|^ I < D . 


解 


1- 


1 — 2 qcosx + q 2 1 — g ( + e~ u )+ q 2 


( l - q 2 ) 


1 + 


( l - qe u )(\-qe 


1 一 < 1 - qe^ 

— 1 + (1+ qe u + q 2 e 2a + •••) 
+ (1+qe-&+<? 2 e 一折 + …） 

•乂 

1 +2^0^COSMT • 


而 yVcosyir 在 (_ oo , + 00 ) 上一致收敛，因而 

n— 1 

的傅里叶展开式为 

rr ^£ T? = l +2 g — 腑. 


1 — 2 gcosa : + q 2 


129681 


COSX 


1 — 2 gcosx + q 2 


(I q l<D 


解 


f COSJ- 


( e ^+ e - 1 


2 qcosx + 1 _ g( + e u )+ g 2 

L _ 2 — qe iT — qe^ u 
V (l-^Xl-ge^) 




ge 
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傅里叶级败丨 第五章级数 


专 [(1+9# +ye 2ir + …） 

+ (1 +qe ^ +fe 泣 + …）] 

oo 

1 + qco&x + q z cos2x + ••• = ^^cosyir 


11=0 


又上式右端级数在(一 oo , + oo ) 上一致收敛，于是 


1 — ^ co&r + q 2 


的傅里叶级数为 


yVcosnr 6 (― °°，+°°). 


l -2 qcosx + g 2 

12969] ln ( l -2 9 cosx + 9 2 ) (\ q |<1). 

解 因为 

1 — 2 qcosx + q z > 1 — 2q + q 2 = (1 — q) 2 〉0， 

于是 ln ( l —2 gcosx + 〆 ） 是(一 oo ，+ oo ) 上的连续函数，且是周期 
为 2 ir 的偶函数，对该函数关于求导，且利用2966题结论有 

[ ln(l — 2^ co 5 u : + g 2 ) J / 

= .~^ = 2^>sinnr ，： e (-oo,+oo). 
1 — 2gcosx + q l 

对 I ： 式从 0 到 i 积分(因为上式级数在(一 oo , + m ) 上一致收敛, 
故可逐项积分），则有 


ln( 1 — 2qcosx + g 2 ) 


dr + 2ln(l 


2gsin/ , + 2111(1 _ } 

Jo 1 — 2qco 贫 + (f 

2^1 g^sinnfdr+ 2ln(l — q) 

^ i Jo 

— 2^^ ^-cosnr + 2^) + 21n( 1 — q ) ， 


simtfdr+ 2ln(l 


r: n 


n=i 


ln(l-g) =- 2 ?• 




于是 ln(l — 2gcosx ~\~q 2 ) =— 2 文 


cosrir 


rr n 


jc 6 (—°°t +°°). 
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因为上式右端级数在(一00, + m ) 上一致收敛，于是上式即是左 
端函数的傅里叶的级数. 

把无界周期函数展开成傅里叶级数 (2970 〜 2972). 

【2970】 fix ) = In sin f . 

解 / Cr ) 以 2 tt 为周期的周期函数，当: r = 2 kjr(k = 0, 士 1, 
土2,…）时函数有无穷个不连续点，因为 / Cr ) 是偶函数， 于是乂 
= 0,又 




lnsin 要 dr 


ir 2 

n J o 


lnsin / d / 


^■(- fln 2) (2353 题的结论) 


21 n 2, 


lnsin f cosnrdr 


nn 


sin/ir lnsin 


I :-£ f : 


sinnrcos 


sin 


dr 


士 j : 


sin(n + 去 ）: r + si 


in(n — 士 




dr 


sin 


2 笆 
o 


sin (2 n + 1)/ 


sin / 


丄 p g i p 丄 2”一i)/ d/ 

mtJ o s\nt 


① 


由 2291 题结论知 

卩 sin (2 n + lXr 


siar 


dr = Ti,(n = 0，1，2 …）. 


于是 


sin (2 w + l)x 


sinr 


dr 


+J; 


sin (2 w + l ) o : 


SHIT 


dr 


令 


f sin (2 n + l)x 


SUIT 


dr ， 


、 si 


sin (2 n + l)x 


sinr 


dr . 



有 


令 K 一 J = U 


J U 


sin(2n + 1 )(tc — m) 


"sin(2” + l) W 


sinu 


sin(;r — u) 


du = I] 9 


du 


从而 f 
代入①式有 


f sin(2” + 1 ) J 心 
• o siar 


， (n = 1 ， 2，“.）. 


由 fix) = In I sin y I 在(_兀，兀）上绝对可积 
I I /(:) I dr = 2 丄 。 I lnsin f I dr 


— 2 lnsin -^dr 
a L 


2 n\n 2 <+ oo. 


又除去 1 = Kk = 0, 土 1 士 2 …）诸点外，在其他点 f(x) 皆可 
微，根据傅里叶级数的李普希兹判别法知,除上述各点外， /(* r ) 的 
傅里叶级数收敛于 /< x ) 本身 , BP 


In ^ 


In2-S 


cosnr 


•r ^ 2kn，k = 0, 士 1 ，士 2. 


【 2971 】 fix) = In cosf • 
解 由 2970 题结论有 


In cos 


=In sin — 


— ln2 — 2 
- ln2 + 2 


COSW(7T — X) 


—1) 


cosnx 


x (2m + l)7r，”i = 0, 士 1 土 2 … 


【 2972 】 fU) = In tan 


2 ■ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


解 由 2970 和 2971 题结论知 


In tan 


In sin 


In cos 


[- ln 2 _2^]—[— 


snr 


-2 S 


cos (2^ + 1 )x 


j-i 2k + \ ， - 一 … 

【2973】把下列函数展开成傅里叶 级数: 


kj：,k = 0, ±1 ， 士 2.“. 


f(x) 


cot 


(— 7 T ^ X ^ 7 r ) 


解 


将函数对求导，并利用 2972 题结论有 

〆 /、 11 I j ： \ 11 L x I 


fix) = -J-ln cot 4 =—4-ln 


tan 


2 


cos( 2k + l)>r 
' 2k +~1• 


/ "( x ) = — yin 


tan 


In cos 4 —各 In sin 4 


在(一 7 T ，7 T ) 内绝对可积，有 


sin(2 々 + l)«r 


y X 7 Tt 7 r >. 


j o ln^jcot-|d/ = g S ^ + 1) 2 a ^ 兀，兀〉 • 

【2974】函数 

x = x ( s ) .y = )，(•、•） (0^6^ \ a ). 

是正方形周边 0<〃< a ,0<> r < a 的参数表达式，其中 5 为逆时 
针方向从 0(0,0) 点算起的弧长，把这些函数展开成傅里叶级数. 
解由定义 ， a (.、) 的表达式为 


x{$) 


5, 

0 ^ 5 ^ a, 


a ^ s ^ 2a 9 

3a — 5, 

2a ^ s ^ 3a 9 

0 ， 

3a ^ s ^ 4a. 


于是 xG) 在 [0,4a] 上的傅里叶级数展开为 
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其中 


+ 2 (a„cos — + 6 n sin , 
1卜 

= Ta \ o X(s)ds 


Fa[\\ 


6山+ 


C 2 a C 3 a 


(3a — s)ds 


f [ 4 ^(,) C 0 sf - 5 d 5 

La) o La 




r^i 

+ 

2 u 


(3a — 


5) COS 




nn 


[- f - f >[( 


6 a ? 」 


W 7 C 


sin 


3mr \ 

~ Y ) 


sin ^-(^)( cos ¥ _cas；i 


W 7 T 


m )]} 




+ COST ? 丌 1 


4a 

TUkTTy 9 


2k ， 

2k + \ 


其中 ， A = 0, 1，2 …. 


^I:: ( ， 0sin , d5 

^[ io 5 sin ^ dv + r a sm ^ ds 

+ j^(3a - 5 )sin 

f ( f -^ cos ^+(^) 2 sin^l 

Za\L rnz Z ^7 ： L ■ 


mz 


-Wcosmr + ^cos 罘 

mz nn L 
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[(- 


%! cos 3 ^r + 6 a 2 

72K L 71TT 


cosrnz 


( g cos 3 mr 


nn 


2 


— ^-cosn 丌 ) + (一 


a 

7t" 


3 mp \ 1 


2 2 Sin 2 yj 


岛卜 f 


sin 


3 mr 

"T 


0 , 


7 k , 


k = 1，2,3 …， 


4 a (—1) 士 


汉十1，是 = 0,1,2,3 …. 


Itt 2 ( 從 + 1) 2 ’ 

因而由展开定理且 x (0) = x ( Aa )^ Cs ) 的傅里叶展式为 


jr ( s ) 




1 


2 7T 2 ^ (2 々 + 1) 2 


cos 


(2々+ 1)丌5 


2 a 


4 a ^ (― 1) 


sin 


(2^ + 1) tt 5 


tz 2 U (2々 + l ) 2 
类似地，: y ( d 的表达式为 

|0, 0 ^ 5^ a , 

s — a 9 a ^ s 2 a f 
a ， 2 a ^ 5 ^ 3 a 


2 a 


s 6 [0,4 a ], 


y ( s ) 


4 a — 


3 a ^ ^ 4 a . 


从而， jG ) 在 [0,4 a ] 上的傅里叶级数展开式为 

f + S(A„cos^ + B, ( sin^), 


其中 Ao 


丄 r “ 

2a J o 


y ( s)ds 


(s — a ) ds + [ ads + [ ( 4 a — s ) d . s * 

La LJ a J 2a J 3a 




i r 4 “ 

^ Jo^ (5)COS 


TiTtS 

2^" 


ds 


rr 


2 aLJ 


(s-a)cos^ds^\\^ds 


|^(4 a — 5) cos 
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傅里叶级数 


第五章级数 


士 {[(- 爲 (_— M 

+[(-，¥)十!^ 

I 4 a 1 4 a 2 3n7r\l 1 

+ ^ v ~^ v cos ^-) J ) 




)) 


3 h 7 T 


)]} 


-^(cos^-cosf-l + cos^) 


n — 2k, 


=1 ， 2,3 …， 


一 4 fl 

n 2 (2k+ \) 2 


» n = 2k +1 j k = 0 ， 1 ， 2,3".. 


= ^[\/ 5 ~ U) Sin ^ + \ l a Sin ^ 


\ l Ua - s ) sin T ds ] 


Ya 


([(-^ C0S ^ + ^ C0S f 


4a 2 . 

^ V sin 


ft 卜普 COSmr + 罢 COS f )] 


， r_2a! cos %r + 2a! 


COSW7T 


W 7 T 


nn 


+「(-¥+心0々 

L \ rnz nn L 
( 8a 2 6a 2 3mc 

_ ^ cos T " 

岛 (sm 譬 — sin?) 


riK 


rnz mz l n tv 乙 


)]} 


0， 

(- D^Ma 
tt 2 ( 2 k + l ) 2 


n = Zk ^ 
t n = 2^ + 1, 


1,2,3 …， 
0 山 2,3 …. 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


因而由展开定理且 yo ) = : y (4 a ) 有 3^(5) 的傅里叶展式为 



1 rn . (2^ + Dtu.v 
(2 是 + 1) 2 2a 


(― l )^ 1 • 

V 2 f^i (26 + l) 2Sin 


(2^+l)7T5 

la 


， 5 6 [0,4a]. 


【29751 应该如何把给定在区间 (0,f) 内的可积函数 /(:r) 

延拓到区间(一 7 T ，7 r >， 使得它的傅里叶级数展开式具有以下 形式: 

* 

f(jr) = y]a w cos(2w — 1)x(—7r < x < n). 

解^因为展开式中无正弦值，于是 /( X ) 延拓到 (一 7 t ，7 T ) 内应 


满足 fi-x) = /&>，设 /( x ) 延拓到 ( 吾的部分记为则 


由题意有 


0 = J^/(x)cos2nxda-+|^g(x)cos2nrd^ 


I\ + h^ri = 0 ， 1 ， 2 ，".. 


又 /i = [ 2 /(x)cos2nrdr 

J 0 


令 y = IT — 


J = ir —y 


it x r 2 

二 J /(tt — y)cos2nydy 


f(n — y)cos2rtydy^ 
i 

于是 f [/(n — sr) -hg(x)Jcos2ndLz = 0，n = 0 ， 1,2,…. 

J i 

从而任意的 ( f ，7 t )， 有 


即 


/(n — x) +g(j：) = 0 
茗 （ x) =— /(n — J：). 


综上所述,首先在内定义一个函数，使它等于一 /(tt — x ), 

其次，再按偶函数延拓到 (_7 T ，0), 设延拓的函数记为 Cr). 则 
318 — 





• 傅里叶级数 



/⑺ 


0<X< 




f(x) 




/(-x) 


— <x<tz 9 

—I < a * < 0, 


—/(7T + JT )， 一 TC<«r< - 2^. 

I 

【 2976 】应该如何把给定在区间 (0,f) 的可积函数 /Cr) 延 
拓到区间 （一 7T ， 7T )， 使得它的傅里叶级数展开式具有以下形 

oo 

式： /(i) = ^6 w sin(2yi — 1)x( — tk <jx 

解因 y 展式中无余弦项，于是 / U ) 延拓到(一 7 T ，7 r ) 内应满 
足 f(- x ) /( I ),令 / Cr ) 延拓到(吾 ,7 t ) 部分记作欠( 1 )，则由 


题设有 


其中 


•f r*t . 

/(•r) sin27ir dr + g(j)sin2wx dr 
0 f 

Ii + J 2 = 1 ， 2 …， 

=^ /(jr)sin2nrdjr 
Jo 

々丨 n [ Z /(7T —^)sin2wyd^ 

X = JT — y Jn 

1 

K 

= —fin — y) sin27i^ , 

•音 


于是，有 [^(x) —/(tt —x)]sin2firdr = 0 9 n = 1 ， 2.". 
从而对任意 : (j ， 兀)，有 g(x)-fU-x) =0, 即总 Cr) = fin 

一 x) . 综上所述，首先在内定义一个函数，使它等于 /(Tt 一 

X), 其次再按奇函数延拓到(一 7T ， 7T), 设 /Cr) 延拓到(一 7T,K ) 上的 
函数记为则 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


fix) 


/⑴， 


/(7 T — 了）， 


-/(―工）， 


—/(it + x). 


0<x< 号 ’ 

号 < •!* < 7T, 

-|-< x <0, 

-7 T < X <-4 


【2977】 在区间(0,|~)把 函数: 


/( x )= x (|-^). 

(1) 按照角的奇倍数的 余弦; （2) 按照角的奇倍数的正弦. 
展开，作出（1>和(2> 情况的傅里叶级数的和的图形. 

解 （1) 由2975题结论，延拓函数，使 

= /(x) jf(n-x) =— f(x) ♦ 


于是有 




f{j o /(,)cos(2. + l)xd, 

+ [ — /(7T — x) ] cos( 2 是 + 1 )xdr 


在上式右端第二个积分中令 tt-x = : y , 则有与第一个积分同样的 
结果，于是 


— — f^/(x)cos(2^ + l)xdr 

7T J o 

= 含广工 ( 号 -:)cos(2 是 + l)xdx 



— (.2kll)Jl (f _ 2 + n ( 2 々 + D— 


4 


(2k + lfn 


oos(2fe + l)x - 2zcos(2fe + 1)x1 1 

- ^ -I 0 
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( 2 k + l) 2 K 


•傅里 叶级数 第五章级数 


f 2 cos( 2^ + 1 ) xAjc 
Jo 




( 2 k + l ) 2 + (2 ife + l ) 3 7 t sin(2 ^ +1) f 


= 2 : 8> (-IY t = 1 ? 

_ (2^ + l ) 2 ^(2 i + l ) 3 7 c ， …， 

从而， /( o :) 的展开式为 

一 2 § { 一士 • (^]-^+i)x| 

= x(y — x) 6 [0, 号 ] • 

其和的图形如 2977 题图. 

(2) 由2976题的结论，延拓函数，使 /(- i ) =~ fU ), f ( n - 
x ) = / Cr )， 于是有 

= — [ 2 f ( x ) sin ( 2 k 4 - DxcLr 

n U o 

+ ^/(k —x)sin(2^ + l)xdr , 

现在上式右端第二个积分中令 7 T-X = : V ，则有与第一个积分同样 
的结论，于是 


/(x)sin(2^ + DxcLr 


含 ]>( 


: r ) sin (2々 + Dxdx 


_4 — 

(2 是 +r)7T y 


— j ：) cos (2^ + l)x 


4 

(2 是 + 1)7T 


J 2 (I - 2x)cos(2 々 + Dxdr 


(2^ + l ) 2 i(f _2j： ) sin( ^ + 1)x . 


( 2 k + l) Z K 


J 2 sin(2 是 + Dxdr 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) _ 

_ 2(-1)^ , 8 L 一，。 

-^ rn ^+^ rw ^ 0 ， 1 ， 2 …， 

从而 fix ) 的展式为 

2 §1 [(U)1) 2 + (2“i) 3 iJ sin (找 + 1Xr 1 

= x(~—x) 9 x G [O’ 号 ] • 

其和的图形如 2977 题图所示. 


y 



【2978】函数 / Cr ) 是以 tt 为周期的反周期函数，亦 即: 

f(x + 7C) =— /(X )， 

这个函数在区间(一 ir ,: r ) 的傅里叶级数具有什么特征？ 

解由 


a „ = —\ /( or)cosnrdr 
TC J 

= 士 [— J /(7 c +: r)cosMrdr + /( jr)coswrdr 


n = 0,1,2—. 

在上式右端第一个积分中令 x + ir = : y ，则有 

“"= 丄 [ [(—l) wfl + l]/(x)cos7irdr, 

7T J 0 

从而有 a 2 „ =0,n = 0 ， 1 ， 2 … 同理，有 6 2 „ = 0，n = 1 ， 2” • ，因此，函 
数 /Cr) 在(一 7T ， 7T ) 内的傅里叶级数的特性为 

a 2n = 0 9 n = 0 ， 1 ， 2…，&” = 0,n = 1 ， 2 "、 
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§6 .傅里叶级数 第五章级数 

_ _ _,- - - --- — 

【2979】若 / Ct + tt ) = fix ) ，该函数在区间(一 7 r ， ir ) 的傅里 
叶级数具有什么特征？ 

解和 2978 题类似，我们有 

[(— 1) ,J + l]/(:r)cos;irdr，w = 0 ， 1 ， 2 "、 


于是有 

^2 irfl : 

= 0， (n = 0，1，2,3…）， 

同理有 

b 2 f rr \ = 

= 0, (n = 0，1，2,3 …). 

从而/( X )在(- 

-7 T ,7 t ) 内的傅里叶级数的特性为 


= 

= &2 n-l = 0,72 = 1，2,3.". 


【2980】一个具有周期为心的函数 ：y = / Cr )， 若函数的图 
形：（1)以 (0,0), (士 f ， 0) 点为对称中心 >(2) 以坐标原点为对称 



中心及以1=士|为对称轴，则其傅里叶系数 A 成 U = 1，2,…) 
具有什么特征？ 


解 （1) 设 / Cr ) 满足 


从而 

又 


a, x 


b n 


0 ，w = 0，1，2 …， 


(x)sinnrdr 


^{jv 

+ [— fiit — x ) ]sinnxdr I 

f 

音 [ J 。 2 /( x ) sinnrdr-f (— l )”}。 2 f { y ) s\rmydy 

—[1 + (— l )”]/( jr ) sin ; trdr ， 

7t J 0 


于是 b 2 t r -\ = 0 ,w = 1，2,3 …， 
从而 fU ) 的傅里叶级数的特性为 
a n = 0 ，n = 0,1,2—, 
b 2n -\ = 0，” = 1，2,3--. 
(2) 设 / U ) 满足 


/(— X ) =— f ( x ) yf ( K ~ X ) = /( X )， 
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和 (1 ) 相同 

dn 


0 ，n = 0,1，2…， 

r 


b„ = —[1 + (— l)^ 1 ]/Cr)siardr ， 

于是 b 2n = 0,7i = 1 ， 2,3 …， 

从而, /( x ) 的傅里叶系数的特性为 
a n = 0 9 n = 0 ， 1 ， 2 …， 
b„ — 0 9 n = 1 ， 2,3 …. 

L 29811 若 < p (- x ) = 0 ( : rO ，函数 pCr ) 和 〆 ^:)的傅里叶系 
数，匕 与〜 ，爲 (n = 0，1，2,…）之间是什么关系？ 

解函数 〆 ： r ) 的傅里叶系数为 


a n 


1 


(: r)cosnrdr 成 


7T- 


^( x ) sin 7 irdr . 


函数 0(x ) 的傅里叶系数为 


Ctn 




—J <p(x)cosnrdj： 9 

士 J 0(x)sin7irdr. 


Cln 


7T 


J 9(^)cos7irdr +J ^(x)coswrdr J, 


现在上式右端两个积分中作变换 _:r = : y, 将 ^(-x) = 0(x ) 代人 
上式有 


Cln 


士 [J o 0( <z ) cosytr( i ：r + J ip(x)cosnxdx~] 

士 ry 


j：)cosnrdr 


同理 


b n = 99(x)sin7irdr +J^^>(:r)sinnrdr 

= 士 [—j^0(:r)sinnrdr - J ^(x)sinm:dr 

=—0(x)sinnrdr =—^9 
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6 . 簿里叶 级数 


第五， 


从而〆 o:)4Cr) 的傅里叶系数 ，乂 与 a ”，。 的关系为 

a„ = a„ 9 n = 0 , 1 , 2 —, 

b„ =— 爲 ， n = 1,2,3-*\ 

【2982】 若〆 一: r) =— 〆 •!：)， 函数〆 ： r ) 与〆 a:) 的傅里叶系 
数 A ， 匕 与 a ”， 氐 (a = 0，1，2,…）彼此之间是什么关系？ 

解设函数 pOr) 的傅里叶系数为 


丄 J ^( x ) cosnrdr » 
y ( x ) sinnrcLr . 


函数 0 Cr ) 的傅里叶系数为 




( x)cosnxdrf 


(x)sinnrcLr. 


因为〜=士 J ^(x)cosnxdr + J^^C^Jcosnrdr , 

现在上式右端两个积分中作变换一 z = ： y ， 且将 < p (— x ) = — 0( x ) 
代人上式有 

a„ = 士 [ — J ^(x)cosnrdr — J ^(x)cosnrdr 




( x)cosnrdr 


同理有〜=爲，于是，史 Cr )， 〆 :*:〉 的傅里叶系数 a n 成 与 a „， ll 的关 
系为 a „ =— a n yn = 0，1，2…， 
b” = A，n = 1 ， 2 , 3 … • 

【2983】已知具有周期 2； r 的可积函数 /( x ) 的傅里叶系数 
为^，以71 = 0,1，2，一),计算有“平移”的函数/(1 + /1)(/1为常 
数）的傅里叶系数 i ， 艮 (n = 0,1,2, …). 

解 由题意 

a n = —\ /Cr + A ) cosnrdr ， 

7 C J -X 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


在上式中令 ：y = x + A 和 fix ) 的周期性有 




x^rh 




f(y) [cosvhcosny + sinnft sinwy ]dy 


[J* f(x)cosnrcosrhdx+ /(j)smrsin^drJ 


= a n cosrth + b n sinnft. 

同理，有 b n = b n cosnh —a n sinr^i. 

【 2984 】已知周期为 2tt 的可积函数 /Cr) 的傅里叶系数 a ， 
= 0,1,2 , …），计算斯捷克洛夫函数 

Mx ) = 4 f =/(6) 拍 

的傅里叶系数 A w ，艮 (ii = 0 ， l ， 2, …). 

解由 

1 f ^2 jc 4 A 

f h (x^-2n) = ^ /($) 啦 

Lhj 


i - r /( ^ )de==/AU ). 


知 // •(: r) 仍以 2ir 为周期，从而有 


A n = — I f h (x)cosnrdjr 

7T J-ic 

= 2^ f ^ osnrdrJ ^/( e>de 


Uh\\ 


cosnr 


drj Jix-\-y)dy 


IP f * 

7rT\ /(了 + y)cosMrdr. 

乙 nhJ — h J -n 


由 2983 题的结论有 


1 卜 . 

— f(x + y)cosnxdx = a n cosny + b n smny , 

K 

IP 

于是 A n = — {a n co^ny + b n sinny ) 

乙 tlJ -h 


a [h 

^ cosny dy 
n J o 


nh 


w = 0, 

， n = 1,2—, 



6 . 傅里叶 级数 I 第五章级数 

BP A 0 = a 0 ， A"=，( n = 1 ， 2 …) • 

nn 

【2985】令 / Cr ) 为带有周期为 2 tc 的连续函数，而 
= 0，1,2,…）为它的傅里叶系数.求解卷积 函数： 

fix ) = — f ( t ) f(x + t ) dt 9 

TZ J —k 

的傅里叶系数人 ,BAn = 0,1,2, …). 

利用所得的结果，推导李雅普洛夫等式. 

解因卷积函数 

F (: r ) =丄[* f ( t)(,x + t ) dt 9 

7T J 1 

于是 F(x + 2 tt ) = ~\ K /(/)/(x + 27 r + OcU 


=— fit)f{x + t)At = F ( x ), 

7 t J-ic 

从而 FCr ) 是以 2 tt 为周期的函数 ，设疋，氏 为 FCr ) 的傅里叶系 
数，故有 


A 。 


—f F ( x)cLr 

丌 J-k 


A ” 


\ = al , 

7 T L J —rc 」 

i r*r 

— J F(x)cosnxdx 
\ cosnr dr| fit) f(x + t)dt 

i r * k 

— f(t)dt /(x + OcosnrcLr 

7T J — x —n 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 




1 卜 . . 

^2 ^ /($)(cosnfcx>s^+ siny^sin^)d$ 


1 r * • 

— \^a n f(t)cosnt +b n f (t)sinnt^dt 

7T J — 霣 


al + 纪， 


这里 a n 、 b n 为 /Cr) 的傅里叶系数 . 


B n 




F(x)sinnrdr 



J sinw xdx fit )/(x + /)d/ 


J f(t)dt /(j ： + /)sinnxdr 


》 J /(<)cfej ^ /(^Ksinr^cosrt — cos^sinrt )df 


lb„f(t)cosnt — a n f(t)smnt^dt 

7 C J -n 


=b rt a n —a n b n = 0. 

由 fix) 的连续性知， FCr> 也是连续函数 ，且氏 
展开定理有 


0 ,从而由 


F(x) = -~ + y^A„cosnr ， 


于是有 F (0)= 令 + 零 A „. 

又 Ao = a 0 2 jA n = al + 紀， 

F(0> = 丄 f" / ⑴ /(0 + z)d/ = 丄「尸⑴ ck, 

TZJ—k TZJ-w 

故有 ^|V(x)dr = I + 2 W + V )， 

也就是李雅普诺夫等式成立 . 
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. 级数的求和法 


第 五章级 


§7. 级数的求和法 


1. 直接求和法若 

U n = h — V n (n = 1 ， 2 , ■ 

与 lim% = x/oo ， 

n-^oc 

oo 

则 = Voo—Vi ， 

n=l 

特別是若％ = ——-—— . 

其中数心= 1,2,-.) 形成公差为 d 的算术级数•则 



在某些情况下，未知级数能表为下列已知级数的线性组合: 

2亨4等等. 

Ce 

2. 阿贝尔方法若级数 2] 〜收敛，则 

n =0 



在最简单的例子中幂级数 fa #” 的和可用逐项微分或积分 

法求得. ”。 

3 . 三角级数的求和法为了求 级数： 

<x> 

^ a n cosnx 及 

n =0 

的和，常常把它们看作是复数域内幂级数$>#”(其中 z = #) 

的和的实数部分及相应的虚数部分的系数/ 

在许多情况下级数 





吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


= ln rb (id<i >， 


是有用的. 

求下列级数的和 (2986 〜 3000). 


【2986】 


+ ^ + 577 + ^ 


解 卜 （2 n - l )(2 n + l )_ 


1 

(2 n - l )(2 w + l ) 

+ 冗 Vr) = +. 


【2987】 


解因为 


n ( n + l)(n + 2) 


Kn(n + 1) 


(n + l)Oi + 2) J ， 


且由 2549 知 


有 


2 ^ 


1 , 1 


-1-[- ••• - (- ••擎 

1-2,3 丁 2 小 4 丁 rKn + l)(n + 2)T 


Hm 2 


i n(n + l)(n + 2) 




n ( n + l ) (w + l)(n + 2) 


I" 72(71+1) 


1 j 

2 t(§ kO + 1) 
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§7. 级数的 求和法 第五章级数 


I ■- B 1 一 + )={• 


【2988】 




一 + — ±--±—— (一… 

3丁3“ 05丁 * 


解 


172 _ 20 + 3 ^ 4~4 


+… 


十 +)-( H )+([+) 

一 ( 卜音 ) +••• 


lim 


冲—+十音十 •••(— O 


21n2-l. 


【2989】2 

解因为” 1 


(n + l)(n + 2)(n + 3)- 


1 ,__1_2_ = 3n + 5 

w+1 n + 2 ti + 3 (n + l 〉（ 7i + 2)(7i + 3) ’ 


及 2987 的结论，于是有 


S 


(n + l)(n + 2 )(n + 3 ) 


- oo 

这 L 


+ 1 


+ 击一击) 


_ 5^"^ _1_ 

( r2 + l)(n + 2 )(n + 3 ) 

+(音+音)一音 (j 一 r ^) 


4. 


129903 自然 数 ). 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


解因为 


L _ = 丄 f 丄 — _ 

+ m) m \ n m f n ) 


n(n+m) m \ n m f n) 
于是有 = 


纟 ( 士 - 土） 

= ife( 1+ j+ … + 士 一 zii — rb —…一 zqb) 


【2991】 


•2*3 3 • 4 • 5 5 • 6 • 7 


+ •••• 


解 


(2n-l)2n(2n-{-l) 


2 [(2w-l)2n _ ^(F+l) 


有 


^ = i[rh-2T3 + 374-57 


+ … 


, 1_ 1 丨 1 

卞 （2 n - l )2 n 2 n (2 n + l ) 


4(21 n 2- l ) (2988 题 结论) 


ln 2-+. 


【2992】 

»=2 71 丄 

解原级数， — 

= Jfc § i (^ T ~^ Ti ) 

= il ™( 1+ i _ ^ rr ) 

= i( 1 + i) = l - 
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2n + l 
n 2 {n + \) 


有 


1 Hn + 1) 2 , 

°° i 00 1 

y 丄 —y__i — 

占 n 2 Oi + l ) 2 


f -( 


7 t !_ 


129941 2 


^ n(2n + l)* 


解 


有 


«(2 n + l ) _ 

y ― l — 

^in( 2 n + l) 


^TT 


供 1 m 1 

m 巍 2nrH ， 


士 - +S+ - 1 ) 

c + liwi +ei — 2[(r + ln(2m + 1) +C 2 ) 
— j(c + lnm +e 3 ) _ 1 


= 2 ln T - ? ^- r +a + 2, 

Zm + 1 

其中 ei - ► 0 ,e 2 ^0,63 ~^0 9 a = €i — +63 - ► 0 ,(m 00 ) •故 

原级数 = 迥 S ^ TT ) 

= 21ny + 2 = 2(l-ln2). 


129951 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


m 


解 原级数 


lim j 3 + 2 [ 


(71 


^ yr ]) 


lim )3 + | j ^ + |：^} 

!im{2(l + | ： ^)+0(^)}=2e. 


【2996】 2 

；#=0 


2 W (” + 1 ) 
n ! 


解原级数 =l + f ] 


2 ” 


( n - 1 )! 




oo ^ oo ^ oo ^ 

2 §^§ll = 3 雜， 


又设 S^-Syf = S d nt 

^=0 K i / =0 L • /»=0 

则 d, = S"— = 击吴哉 = A§ Q = fy* 

于是 SS = (§A) 2=eZ . 

故原级数 = 3 e 2 . 

【2997】 2 ’ 


rf n 2 (n + l) 2 * 


解由 


1 


n 2 (rr+l) 2 


(n + 1) 2 n(n + l) 9 


有 


婦 

s 


1 


rf n^Crj + l ) 

Ei + t 


n=l 71 n = 


-2 S 


d (” +1) 2 n(n + l) 
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• 级数的求和法 



f +( 


129983 § n 2 (« + l) 2 (« + 2) 2 . 

解因为 

1,1 2 , 


n + iy (”+ 2) 2 n 2 t 


+ l) 2 U + 2) 2 n 

1 1 


W(n-\-iy w 2 (n + 2) 3 
I2n + 10 

2 (” + l) 2 (n + 2 ) 2 ， 

1 2 


n 2 (n + 2) 2 n(7i + 2) 

现把① + ② + ③有 


n(n + l)(n + 2) 
12n + S 


-l) 2 (n + 2) 2 . 



(n + \) 2 (n + 2) 2 


4 


(n + 2) 


1___1 

PT 7 2 • U + 2) 


(n + 1) 2 


n(n + 2) 


n(n-\-l)(n + 2) {n + \) z {n + 2) z 

= _ 2 _ 

_ 打 2 (" + l) 2 (n + 2) 2 . 

又由 2961 题 ,2990 题， 2987 题 ，2997 题的结论知 


(”+ 1 ) 


!"{§ (« + 1) 2+ 1§ 07+2) 2 


oc oc 

S 4 -S 




if—1 


n(n-\-2) 


°° 2 

+ 6 § W (n + l)(n + 2) 


—— 

一 2 


(” + l) 2 U + 2) 2 


+ 2 S 


n 2 (n^l) 2 


{(f - 0+ 音 (f- 卜 i) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


— 音.苦 一 士 ( 1+ +)+6.| 

-(f- 3 -i) + 2 (f- 3 )} 

誓 -i. 


【 2999 】 I ™- 


解 


有 


由 

( 一 1)”72 

( 2/2 + 1 )! 

oo 

^ (— 1 ) 


(一 1) 


2 '[(2^)! 


( 2/1 + 1 )! 


1 

(2n+l)!_ 


n _ 1 丄丄丄丄丄_丄 
7T _ T( 2!+3!+4! 5! 


• • • 


+鵠-織+…) 


1 (-1)” f (- i) w 1 

2 L^rf (2n)\ ^ (2n + l )!」 


■y(cosl — sinl). 


130001 


解原级数 


Hml ； 


n r 71 —L 


-1) 


(^ T _ ^+2) 

(~ l) w , 1 g (- 


(-l) m 


「 1 G (-1)^ (-1) 出 1 

+ 3^—r-J 

吐[音 § 士)] 


lim 


= Aln 2 —2 
3 lnZ 18. 

【3001】令 P ( x ) = a 。+ fl〗:r + … + a m j： m 9 求级数 
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• 级数的求和法 


E - 


Pin) 


的和 • 


解令 


Pin) = (2 0 +ai72 + ••• +a m r? J 


其中 W 


= ao +crin + ••• +a„n(n — 1)...(7? — w + 1) ， 

= 0，1，…， m ) 由上式求出，于是 
原级数 


S 


+ai^ + ### +OmW(w — l)‘“(r?_m + l) 


aoS 5 + ^27 ^T + - 

n=0 • 


^_ I 

§^TT 


+ owr m y"l 


= aoe 1 + a 】： re T + … + a OT j m e r 
= e x ( a 0 + mi + … -\- amOc m ). 
求出下列级数的和 （3002 〜 3005). 

【3002】 

解由部分和 


S.v — 2 


§^(fr 

i + 2 ( f )+^( i ) 

+ §[(«-2)! + ( 


1 + 2 


^ T ) T + ^]( f ) 


[(f ) 2 + (f) 2 |f 

+ [(fKdf+lflSTilf)'] 

+ [ 1 + (|) + ^(|) 2 + §^(|) 1 + °(^) 


337 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 






[(f) 2 + (f) +i ]s ^(f)"+°(^) 


n =0 ' 

JC , x 2 


HmS.v=(l + f+ T )g^(f) 


( 1+ i + f ) ef - 


【3 。。 3】 




解 


由 ^ 


+ 1)! (n 


^2 )T + ^~ 


(” + 1>!， 


有 


2命-工) 


丄(―：) + 爹 + y (― J ) 

— V ' (~ J：) W 


Iv (— 工 ) 於 1 

x ^ iU ^ r \)\ 


+ x 2 e - ^ 4 - (e~ J — 1 +x) 


+ i (^- 1+ "- fr ) 

e -, (x2 + 1+ l)_l. 


【顧】 


— x ) 
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. 级数的求和法 第五章级 


解因为 

2n 2 + l 
(2n)\ 


(2n-2)\ 


+ i 


(2/i-l)! + (2n)! 


于是 


原级数 =! + y 2 (2 w -2 )!* r2n 








V ㈠ 

it (2n-i)r 


+§ ㈤ - 1 
==(l — y jcosj： —ysi 


1:30053 

解若 《r = 0 时，级数的和为零，设 :r>0，Sv 为级数的部分 
和，令 Z； = /?，于是有 




rxW n 
( 2 ” + 1 )! 




(2n + l)! 




ii=0 


Av 


£[ 4^-4 


(2n)\ 


+ 表 shr; + o(l) 


去 [t/ shx; — vshv + o(l) ]+ ^shi; + o ( 1 ) 

- 7 - (—• 十 ' sht; — cht;) )+o(l) 

4 V v / 

j(^^sh/r —ch 7^)+ 0 (i)’ 
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4 * 

因而当 I >0 时，原级 数 = HmS N = - i (^ shv ^- chv ^). 


若 工<0, 令 y = o : 丨，则 : r =— y ， 于是有 


Sn 


兮 n 2 (— l)”y 2 ” 

^ (2 n + l )! 

lY (一 一 121(2^-1] 严 + ly (—I)”，! 

^0 (2 n + l )! ’ ^ iy ^ 0 (2 n + l )! 


(-l) w (2n 


(2 n + l )! 


y )<^ _± u ，+ b +oG> 


-l)”y 


( 2 / 1 - 1 )! 


4 ^] 


VI X I 

因而，当 I <0 时 

原级数 = \imS N 


ri 4 

+ ^siny + o ( l ) 

^ [— y 2 sir\y — ycosy + 1 )] 十 ^sin^ + o(l) 

i ( 

i( 


• y 2 + l 


: y 

x + l 


sin ^ — cos ^ j + o ( l ) 


sin 71 x I — cos 7| x I )+ 0 (i )， 


W-^tV_sin /1 jc I — cos /I x I )• 


4 Via: I 

用逐項微分法求出级数的和 (3006 




3010) 


130061 £ 


n 


解令 & 


，有 


lim 


dn 


lim 


n + 1 


h 


a 朴 i 

从而收敛半径为1，当工=1时，级数发散，当X 
敛，故级数的收敛域为[一 1,1). 


1时，级数收 
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• 级数的求和法 莞三靈 级 


当 : r G [—1 ， 1) 时，令 


~ n 


当 l：r |<1 时，逐项求导有 

又 /(O) =0 ,因此 

/(:) = [ /(t)dt = [ d/ 

Jo J 0 1 — t 

= In — ♦ I x |< U 
1 —x 

由阿贝尔定理知①式当 I e [_i,i) 时成立 , 


① 


【3007】£ 


n: 


解令 ^ 


(_ W 
n(2n-l) ^ 

n(2n — 1) * 


lim i 


lim 


(77 + l)(2n+l) 
n(Zn 一 1) 


于是收敛半径为 i. 

当丨 x 丨 =1 时，级数绝对收敛 , 于是级数的收敛域为[一 1 ， 1] 
当 xe [-l ， l]Bf ， 令 


/( 一 | 齡 

当丨工 1<1 时，逐项求导有 


/ = 2 艺 

n=l 

又 /(0) = 0 ,从而 


(- 1 ) 

2n 


2arctaar ， (2907 题结 论 ). 


•jr 

/(x) = / (t)dt = 2 arctan/df 

• o o 


2xarctaar 


- 2 \liT? dt 


2xarctaar — ln( 1 + x 2 ) 


341 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) _ 

当 卜丨 =1时，级数为 

今(— 1 广 1 = (— 1 广] _ 令(— 1) 


= -|- ln 2,(2938 题的结 论). 

由阿贝尔定理知，上述结果①包括端点在内也成立，即6 
[一 1，1]时，①式成立. 


【3008】 


V 土 , " + 1 

^ 4« + 1. 



令“” 


4 ^+r 


有 


lim 



Qn 


lim 


+ 5 
4 w + l 




于是收敛半径为1，当 I o ： 丨= 1 时，级数发散，因而级数的收敛域 
为 (一1,1). 

当 I G (—1，1)时，令 


/(•r) = 


2 


户 fi 
4 n+l 


逐项求导有 


/(:) 令=占 

又/(0) =0,于是 

/(x)=|Va)d/ = £ r ^ ? 



= ~-ln 十 +arctaar， | 工 |< 1. 


13009] 2 W + 卞二 1)4 , ， w > 0). 

a • Id … nd 

提 示:级 数的导数乘以 1 —a ' 

解 lSia^—md 9 m = 0，1，2,…这是因为若 a =—md ，贝原 
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. 级数的求和法 



级数从⑺ +1 项开始恒为零，故此时原级为一多项式 


令 a(a + d)^ m [_a + (^ — l)d 

d • 2d … nd 

它对任何工皆收敛 . 


令 a tl 


a(a +d)^ % [_a + (n — l)cl^ 
d • 2d“.nd 


1，2,3,…， 


有 lim = lim 」 

I 1 rr-^co C 

于是收敛半径为 1. 

1° (—1,1) 时，令 


rr^co fl 十 nrf 




(a +t/)."[a + (n — \ )d 
d • 2d … nd 


逐项求导有 


/(x) = 2 


a(a d) 999 [_a (n — \ )d 

d • d • 2d … （n — l)d 


n-\ 


以 （ 1—i) 乘上式两端，有 


从而 

解方程有 


(l-x)/(x) 

_ ^ 4 今 ' u(a + 

_ 了十衫 — 


a(a -hc/) t9 *[a + (n— \ )d 
d • 2d".nd 


(x) 


又 /(0) 


/(x) =c(l-x)^-l,xe (—1 ， 1)< 为常数 • 
= 0, 有 0 = c— 1 ，即（ =1 ，于是，当丨 a: |< 1 时 


fU) 


xY ^ - 1. 


① 


2° 1=±1 时，当 1 = 1 ，则原级数为乏 >« ，易知存在％ >0, 


当 w 〉 n 0 时有 a^rvd 〉 0 ,又 


limw( 


1 dn 
^irfl 


/ n—co a 十 nrf - 


d — a 

~ d ~ 


吉米多维奇数学分析习题全解(四 ）I _ 

00 

由拉阿贝判别法知，当 a <0时，级数 ; S 丨 ^丨收敛，当 a > 

»»=1 

0时，级数;2 k I 发散，又 a >0 时,〜 >0,于是 a >0 时， 

n—1 n = 1 

发散， a <0 时，;收敛. 

n=l 

• ao 

当 : r 1时，此时级数为^；(- l ) n a ” ，当 a < 0时，因为 

% 1»-1 

S I 收敛，故 f (—1) 乂收敛，现考虑 a >0 时情形，若0 

!»=】 1»=1 

A 则有 

an 二 (,n + \)d 

于是 a^i ^ a n > 0 ,n = 1,2,—. 

因而 (— D n a n 的通项不趋于零，故该级数发散. 

n=l 

若 0< a < d 时，有 

因为 0< fl < A 有 

ln(l — ) < 0，々=1，2,3,…， 

=1 ， 

kd 

又客士发散，从而需 ln ( l — 发散，于是 

ijW 1 - 穿)=- 

从而由②^ 

limlna n = — oo # 

ft^od 

于是 lima n = 0. 



d — a 
~ kd ~ 


) ，② 
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③ 



又 


. 级数的求和法 


第五章级数 


有 

于是 


0 < a < 

a tt _ (n + Dd 、 ] 

^/i+l ci +nd ’ 

dn > arrri > 0，H = 1 ， 


1,2,3,4,… • 


④ 


从而，由③和④及莱布尼兹判别法知级数 n (一 l ) ff 〜收敛. 


综上所述，当 C / < 0时，原幂级数的收敛域为 I e [— U 1 ] ,且 
公式①成立，当 0< a < d 时,原幂级数的收敛域为 x 6 [—1,1)， 
且在其上，公式①成立， 当 a > d 时，原幂级数的收敛域为 x 6 
(一 1,1), 且在其上，公式①成立 • 


13010] 
解令 




+ 3r|(i) + 3V6r|(f) 


有 lim 

从而收敛半径为 2. 


4."(3 r ? — 2) 丄 
3 • 6… 3 n ~ # 2 T 9 

3 n + l ~ 2 - 


当 or 6 (_2,2)时，令 


/⑴ 


2 °° 1 • 4“. （ 3 打 — 2) / x \ 
~3 • 6".3rz ~ \ "2/ 


逐项求导有 


以 1- 


rf ( v __ 1 | 1 1 • 4."(3/1 

1 KX) — m 合 3 • 6-(3;i 

p 乘上式两端有 

( l - f )/( x ) = }/( x )+{. 


辦) 


/r-1 


/(•r) _ - 

6 ( ! -|) 


(i_f) 


解方程有 fix ) 


c 


1 一 


j — 1 ，工 6 (― 2,2). 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


又/(0) =0,于是 


，从而当(_2,2)时，有 


f.U) 




2时，此时原级数为 


4… （3;?-2) 
3 • 6."3 n 


令 


4… （ 3w-2) 


3 n 


1，2,… • 


而 


\imnl 

V 


A ._ 


Vfl 


1 ) = lim 

/ n-^oo 


2n 

3 r ? + 1 


妥 <1, 


故由拉阿贝判别法知; S 乂发散. 

DC 

3°当 x =- 2时，此时级数为[(一 1) M 6 


b n 一 3 w + 3 、】 
b n > b nH > Ojn 


于是 

而 


1，2,3, …. 


\nb n = y^ln 


3々一2 

3* 


S ln ( 1 _ i) 


ln(l — ^ j < 0,^ = l ，2,3 r " 


且 


lim 




3k 


知 i >( i —羞)发散，于是 

i^ 1 — 啬 ) = - 

从而 liming =— oo ， 

即 lim 6” = 0. 


|/^OC 


① 


② 


③ 


由②及③式，据莱布尼兹判别法知，级数 t (- l ) 久收敛. 

综上所述，原级数的收敛域为 : r e [— 2,2) 1 *，且在 [一 2， 2) 上， 
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§ 7 . 级数的求和法 第五章级数 


公式①成立. 

用逐项积分法求出级数的和 (3011 〜 3013). 
【 3011 】 2 ^ 1 - 


有 


解令^ 


lim 


ci n 


lim 

ft ^cn 


(” + 1 ) 


= 1， 


于是收敛半径为 1. 

当 | :r 丨=1 时，由 w 2 
的收敛域为(一 1，1)，令 

fix) = fn 2 ， 1 ， 
逐项积分有 ” 


)知，级数发散，从而级数 


00 


fu)dt = 2 vpdr = 2 似 


x 


(1-x) 2 


因此，当 (—1,1) 时 


/(■T) 


■ (1 


_ 

X 

— x ) z . 


1+了 

(1-X) V 


【 3012 】 ^]n(n + 2)x\ 

n^\ 

解令^ = n(/z + 2). 


有 


lim 


Cln 

a ft \\ 


lim 

ff^OC 


n(n + 2) 


1, 


(72+l)(n + 3) 

于是收敛半径为 1 .当 | X |=1 时，又由 《U + 2)：- CO 知，级数发 
散，从而级数的收敛域为(一 1，1).现令 

OO oo 

/(x) = + = x^jfiin + 2)x n ~ ] 

n= 1 n=\ 

= xg(x) jX 6 (―1，1)， 

cc 

其中 g (^) = ^ n(n + 2) x /r ~ 1 . 


n= 


由 2911 题结论有 


347 


G(.r) 


g ( t)dt = y^yi(w + 2)| 

7t~ 1 0 


2(” + 2)/ = ^ nr w +2^] 


n=. 


X 


2 x 


= 3 j - 2 x 2 

(1- x ) 2 1 l-x _ (1- x ) 2 ， 


于是 尺 (T) = [GCx)] 7 = 


3 — x 
(1-x) 


因此 /(a-) = xg(x) 


x(3 — x) • , / i i x 
( i - x y iX 6 ( ~ la) - 


【 3013 】 2 

n=0 

解 令〜 = 


(2行 + 1)/ 

n \ 

2n+l 


w ! 


有 


lim 


^rrfl 


lim 


(” + l )(2” + l ) 
2 n + 3 


: + 


于是级数的收敛域为(一 OO ，+ oo) .令 


fix ) = 2 


(2rz + l ) 户 


fX 6 (―°°，+°°)， 


逐项积分有 


7( ⑽ = 2 「座土 ^ck 

o o n ! 


oc 


s 


产 1 


J 




s 


( x 2 ) 




n=0 n \ 7^0 n - 

从而 /(x) = (xe^ 2 )' = e jZ (1 + 2x 2 ),x G (—°°，+°°). 

利用阿贝尔方法求出下列级数的和 (3014 〜 3017).. 

[30141 I- + + + -士 +…. 

解考察级数 x —誓+ 夸一 € +…， 

易知级数 (1) 的收敛域为(_1，1]，当 x G (-1,1) 时，令 


① 


/⑴ 


X 


-誓 +f 


X 


10 


10 


+ 


• • • 
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. 级数的求和法 


第五章级数 


逐项微分有 


fix) = 1-X 3 +X 6 -X 9 + 


• •• = 


1+ x 3 


又/(0) =0,有 
fix) = 


./ 0)df = IoT+? 




= ^ln^^^ + -arctan — 
这里 i 6 (—1,1), 于是由阿贝尔定理有 


7 t 

6 73* 


1_ T + y ~ io + 


lim /( x ) = /( l ) = — ln 2 + 


7 T 

3 73* 


【 3015 】 1-j+l-l 


解考察级数 




① 


易知级数 ( 1 ) 的收敛域为[一 1， 1] ,由2907题的结论知，当 X 
e (― i ， i ) 时，有 


arctaar 


匕 2 


由阿贝尔定理有 


j + + 一 j + … 


lim arctaar 


arctanl 


【靈】 1 -音 +^ 1 -思+.... 

解考察级数 

卜 營 + 1^-1^1工 3+ …， ① 

易知级数①的收敛域为 (一 1，1], 由2910题的结论知，当 : r 6 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


(-1,1) 时，有 


VI+X 

由阿贝尔定理有 




1-4 


2-4*6 


擊攀攀 =: 


lim 


1 +x 


7 i 


【3017】 


1+ Y # 7 + 2T4 # T 


解 


考察级数 

• 1 x 2 


X + T # Y + 3T 


① 


易知级数①的收敛域为[一 1， 1] ，由2870题结论知，当 x G 
(一 1,1) 时，有 


arcsinx 




由阿贝尔定理有 

1 丄 1 1 , 1 • 3 1 丄 

求出下列三角级数的和 (3018 〜 3026). 


limarcsiar 


[30181 


sin?ir 


jr 


解 


由士 If— 


及 


1 — z 


ln ( 1 — cosx — zsinx ) 


：--2-ln(2-2cosr)+ l arctan T ^_ 

(因为 lnz = In I z I e _) == In | z l + iargz ) 


=: - 


In 2 sin — + Cretan 


sin 


1 — cosx ， 


① 


又 




sirrnr 


② 


350 




知 




C0S71X 


I ■ 


In 2sin it , j G (0,2 丌）， 


③ 


2 


sinnr 


arctan 


SHIT 

1 — cos 


arctan ( cot 營) 


arctan 


卜 〒) = 


7 T —X 


•re (0,2 丌） 


_ ST 

解见题 3018. 


【 3020】 £ 


smrto sinnr 


解由积化和差公式及3019题结论知 




sinnasinrjx 


1 00 

is 


cosn(x-a) 


1 00 

去 S 


cosn(x + a) 


In 2sin +iln 2sin^±^ 


sin 


: r 十 a 


sin 


x — a 


I ^ I 

其中收敛域为 U I 0<x-a<2n} D U I 0<x + a<27t}, 
故当 a 〉 0 时， j ：6 (a ， 27r — ci ) ，当 a < 0 时 ， 《r 6 (— a ， 27r + a) 


[3021] S 


sin riasinnx 


,(0< a <|). 


解由半角公式、积化和差及3018题结论有 


S 


sirrna sinnr 


s 


sinnr 


oo 

is 


cos2nas\nna 
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交 simr __1_^ 


sinw(x+2a) 


s 


smn(x~2a) 


4 fr 


下面分三种情形讨论此级数的和. 


1° 当 x G (0,27 t),xe (2 a ，27 r —2 a )， 此时，级数的和 S 为 


S 


x 7T — (x + 2a) TZ— (x —2a) 


4 


0. 


2° 当 :r G (0,2 a ) 时 


S 


n — x 7r — (x + 2a) I 7t 一 (2a — x) 


4 


4 


3° 当 (27 t -2 a ,27 r ) 时 


S 


7T — X 


(x + 2a — 27i) 7c -• (x — 2a) 


8 


jr 


这里用了 3018 题的结论及由 27 T<:r + 2 a <.37 t , 可令 

•T + 2a = 2 兀 + 0，0 6 (0,7t ) ， 

则有 sinn ( j ： + 2 a ) = siar 2(27 r + 0> = sirn ^， 

并以 0 z + 2 a — 2； r 代替 3018 题中 i 


【3022】 2 


sin(2” — l)x 
~ 2 «-l ~• 


sinnr 


解令 /( 1 )== 2 

n=l 

由 3018 题的结论知 


fix) = (sgar) • 2 


sinn x 


n 


sgar • 


TT — I J ： I 


)，x E (— 2 穴， 2 丌 ) 


■ I I 

令 / i ( x > = 2 

*=i 

oo 

/ 2 cr ) = 2 


sin(2 务 — l)x 

~ 2 T^l ~ 


k= 


sin2fer 

2k 


有 
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. 级数的求和法 


第五章 


有 


2 (-”” 


COSMX 


C0S(m m +1)J +| s (- i) m 1 


cos(m —lXr 


^-^1( — l) m ^[cos(m — l)x — cos(m + 1 )x] 




cosx 
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=-|-(sgiiLr) • - ~ ^ 2 ~ X ~ 6 (- 7Tf7z). 

由 fix) = fi (x) + fz (x), 

当 *r 6 ( — 7U ， TT) 时，有 

(sgar) • n ~2 X '' = f' (:) + (sgnnr) . X 

于是 U ^ = (sgru:) f 2 ^ 1 - 兀 ― 2 4 M ) 




吉米多维奇数学分析习题全解(四） 



【3024】 



— )+ (— 1 ) OT — sinmrsiar 

2 1 m 

~ 一 f siar’x ^ (一 丌，兀)， 

cos (2 w — 1) j 
( 2 n - l) z * 


解令 FU ) = 2 


cos (2 w — 1) 


i»=i 


( 2 n — 1) 


x 
一, 


易知级数 S 在(一，》上一致收敛，因而 

F ( x ) 在 (一 + 00 ) 上连续，且 FCr ) 是以 2 k 为周期的周期函数, 
由此，我们只要求 Fix ) 在 [-7^] 上的值，又 


n 

2 siar ^] sin (2^ — l)x = 1 — cos 2 nr ， 

卜 i 

于是当 r<：r < 7 r — r(r 6 是任意的）时，有 


|Ssin(2A-l)x |<^ r ， 

从而，由狄里克雷判别法知级数 f 在 [ra — r ] 上 

一致收敛.因而由逐项求导有当 ：r 6 [ tctc - t ] 时，有 


圹（1) 


=- 



sin (2 ;i — l)j 
~ 2/ i-l ~ 



(3022 题结论). 

*r 的任意性知①式在 ：r G (0, ir ) 时皆成立，故 


① 


F(jt) =-^X-\-C,X G (0,7t )， ② 

其中 c 是常数.又 F ( x ) 在 X = 0处连续，且由2961题结论 

八。)=§^1^.=餐， 

. 在②式中令 x — 0+,有(：=¥， 
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. 级数的求和法 


第五章 


从而 


因此 


F ( x ) 


F(x) 


+ G [0, 冗). 


7 T _ _7 T 


I 上 * I 6 7 C ， 兀] • 


【 3025 】 »_l)d 


sinnr 
n(n + l) m 


解 


n(n + l) 二 7 —^TI 


及 3023 题的①，②式有 


原讎 = _ g (- + 


= - 




^n(m — lXr 


n-l 


— 


S (- i )， 


snmr 


-2<- d ; 


simzr 


»-i 


+ 2( -1 广 , 


cosmx • 

- siar 

m 


—(1+coslT)(_ f)—sinr • ln(2oosf ) 
-y (1 +cosx) — siar • ln(2cos f ) ， 


x (一 7T ， 7r) 


[3026] E — ^ 

n=Q n • 

解因为 


益， 


令 


有 


^ cosnx , smr ‘ 


sinnx 


n=0 


[cos(siar) + fsin(siar)], 


于是 


y COS72X 

士打！ 


cos(siar) *x G ( — 00 ，+ 00 X 
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【3027】作出下列曲线的 图形: 


〉二 sirmr • sirmy _ q 

n ^\ nl • 

解 ^/ u ^) = Z sinnr ； sin7ly , 

11=1 71 

显然 / Cr ，： y ) 对; r ，： y 分别以 2 tc 为周期的周期函数，于是我们仅需 
考虑如下定义域 

R = { U 9 y ) I 0< x <27 t ,0<^<27 t }. 

设 S^t) = 2 € (-°°， + ⑺)， 

n=l n 

类似于 3024 题的办法，及3022题求解过程中的关系，有 

=~ 2 (sgn/) 丌： j" I ，0 < M < 2 兀， 

it -1 71 L 

又 

从而有 git ) = g (0) + [ g\Odt = I t \+- jt 2 . 

J 0 L 4 


由 


sinTir • sinny 


^-[cosw(x —3;) — cosw(x + .y)]. 


2 


有 


/Cr ，： y) = 


cosnix — y) — cos”（x + y) 


^lg(x-y) — g(x + y)~] 


= "|{[尽( 0 )_号 I x ~y i+-f ^ _ 3^) 2 ] 
-[茗 (0) -号 I «r + ：y |+ 士 Cr + y ) 2 ]} 

=j(| x-\-y | —I x — y I) 

+ j[Cr —3O 2 — (: r + jy) 2 ] 

= 号 • 2min{x 9 y} +^-( — 4xy) 
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. 级数的求和法 


第五章 


二 71 — maxfjr ，^}] • min {: r，：yK 


若则令 /( 工，: y ) = 0 9 ( x 9 y ) 6 R ， 有工(兀一 ： y ) = 0,即 
工= 0或 : y =亿 

若 iSy ， 则令 /( i ，* y ) = 0 9 ( x 9 y ) 6尺，有 〆 7 t —* r ) = 0,即 
j = 0或 x = 7 T . 

因此，在 R 内 ，: r = 0 ，:r = 7 r，：y = 0 ，;y = 7 T 各直线是 
/( x 9 y ) = 0 的图形 • 

又由 / U 9 y ) 的表达式知，图形是按和按: y 以 2 ir 为周期的周期 
函数，从而 

:r = / tt ，/ = 0, 士 1，±2，."， 
y = mn，m = 0, 士 1，士 2，.". 

诸直线皆为 / Cr ，： y )=0 的图形，且除此以外，皆有 / Cr ,： y ) 关 
0,因此， /( x ，： y ) = 0的图形即为上述所指的两族直线，这是两族 
分别与坐标轴平行且相距为的直线族，图形省略. 

求出下列级数的和 (3028 〜 3033). 


0 9 ( x 9 y ) 6尺，有}(71 — t ) = 0,即 


0 9 x = = 0 9 y = 7 T 各直线是 


ln，l 


13028 ] 2 

n=\ 

解因为 


(”一 1) 
(2 n )\ 


(2x) 




(2 x )^ 2 


4w : 


(打 -1)!_ 2 〜、 


(2 n )\ 


(2x) 


|- _ ^±n wC_ 

(2 n + 2)(2 r ? + l ) 


于是当 l：r |<1 时，幂级数收敛，当 | ^|>1时，发散，当 | o : | 


1时原级数为 


S 


(” 一 1)!] 2 4” 
(2m)! 


而 


Iimw ( 


dn 


I >”， 

n=l 

3n +1 3 ^ ^ 、 

t 2n • = y > l(n->oo). 


于是由拉阿贝判别法知，当 U 丨 =1 时,原级数收敛，因此，该幂级 
数的收敛域为 [一 1，1]，且在[一 1，1]上一致收敛，从而其和函数 
/( x ) 在[一 1,1] 上连续，于是在(一 1,1) 上逐项求导有 
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/(^> = 2 




(2n)\ 


An(2x) z ^\(-\<x<l) 9 


fix) = 2 ^ (n ( ^ 1 ) ) ! ! ^8n(2n-l)(2x) 2 - 2 . 


-1< x <1). 


于是 一 •r/'Cr) + (l-x 2 )/^) 


-2 


(w-l)! 


(2n)! 


2 m (2 工） 




87i(2n-l)(2x) 2w 2 


-(^) ； ! ^- 2n (2n - 1) ( 2x) 2m 


-s 


(n-1)! 


(2n)! 


4n 2 (2x) 2 ”+4 


+ g ^ ^ 户 8 ”( 2 ;?- 1 )( 2:) 2 『 2 


— 


2 


(n-l)! 


(2m)! 


4n 2 (2x^ + 4 


+§^W 8( ” +1)(2 ”+ 職 )2 ° 


4 f (-l<x<l). 


于是 一 - (: r) + yr^f(x) 

vl — x 2 


1- 


xe (- 1 , 1 ) 


两边积分有 


Vl—x 2 /(x) = 4arcsiar + C,x G (一 1 ， 1) 
由 /(O) = 0 ，有 C = 0 ,从而 


f ix ) 


4arcsiar 




，: re (-ia>. 


对上式两边积分有 


fix) = 2(arcsinr) 2 +C】，:r 6 ( — 1,1). 
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•• 级数的求和法1第五章级数 


又由/(0) = 0,有 G = 0,于是我们有 

fix ) = 2( arcsinx ) 2 G (― 1，1). ① 

又上式两端都是 [一 1,1] 上的连续函数，于当=士 1时，①式也 
成立，由此，我们得到 




(2”）！ 


(2 x) 2n = 2( arcsiar ) 2 9 x G [一 1，1]. 


【3029】 


解 


I] V 

1 h ( 2 ”)! • 

因为 

[(” + 1)!] 2 

^ (n!)^ 

(2 n )\ 


( n + l ) 2 

^ S (2 w + 2)(2 n + l ) 


于是级数的收敛半径为 4, 即当 | a :|<4 时，级数收敛，丨 x |>4 


时，级数发散，当 I 


oo 今 

4时，此级数为(士 4)”. 


① 


令 a n 


4”（ n !) 2 

T 2 n )! 1 
I 2 n + 2 


> 1 . 


有 iri = frr> 1 - 

从而 I > I a n I ，故〜不趋于零，级数①发散，因而原级数的收 

敛区间为(一 4,4) 

1°当[0,4)时，令(20 2 ,0</<1,此时级数为 




§ M>T (2i)2 " = Fa), f e [0,1) * 


于是 

由 3028 题结论有 




(7 Z -1)! 

(2 n )\ 


An (2 t ) 


( l -. 2 ) Fa )- l = f [2( arcsin/) 2 T 




arcsin /,/ 6 [0,1), 
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从而 F ⑴ = r = ^( l + w ^ arcsin /)# [ 0 ,1) 


把 


JR 


，代入上式有 


2 


(打！ 


i ( 2 n )\ 


x n 


4 


4 -工 (4- x ) 


^ ^ arcsin^,x G [0,4). 


2° 当 *re (― 4,0〉时，令 : r = 一 （2 /) 2 ,/e (0,1), 此时级 


数为 




( n !) 2 

^ (2n)T U (2 打）！ 

= gu)u e ( o , i ). 


经计算有 


1-(1+/ 2 )G(0 

=t • git) 9 t G (0 ， 1 )、 


其中 g(0 


S (- l )- 1 [ ( S 1 ))!!] 2 —) 2 、 


② 


易知②式右端级数的收敛半径为1，从而，当£ 6 ( — 1,1 ) 时，可逐 
项求导，有 


g\0 = (—1 广】 ^~yy^2n(2n - 1)(2/)^ 2 . 


n=\ 


由计算知 


(1 + f 2 )〆 ⑴ + ， •〆/) 

= 交 (― 1 广 1 ^ (n ~ V, ! ^ 2 • 2rj(2n-l)(2t) 2 ^ 2 
+ 交 (_ l)『i [(冗 g !] 2 \ n { Zn -\){ 2 tY n 

I 、 (_ 1 \»7—1 

十 ^ ; GW • 2 Ut> 
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. 级数的求和法 





+ S (-1) 


( 2 n )\ 


㈠ L U !」 V ⑵户 


l + y.C-ir 7o (W , !) k-,2(^+l)(2n + l)(2/) 2n 

Urz 十 Z )! 


+ 2 (-d 


rr - 1 


(” 一 l)!1 2 

( 2 n )\ 


(2 t) 2n 




^6(-1 


，r e (-i ， i) 


bh vi -rt g \u n - v - 一 , ^ cr v i 

yiT 7 yrp 7 

对上式两边求积有 

yYT 7 g (o = in ( r + yr +7)+ c^e (- ia >. 

由 g (0) =0,知 c * = 0, 因此 


g ( t ) 


▲ 

/ r +7 


in (/+ yrTF),/e (- ia ). 


G(o = ( 0 , 1 )， 


将 


= y/—x = V \ x 
2 2 

VMI !^ 


，代人上式有 




x + >/4 — x 


xe (-4,0). 


【3030】 — ^ H -^- H -^- h 

t (j+ 1)(J： + 2) 丁 (x+ 1)(了 + 2)(1 + 3) t 

解由题意 《 r 不等于负整数， 

令 ^(x+DC^—U + n)， 7 ^ 1 ， 2 , 3 ，—， 


现研究2心的收敛性及其和. 
我们知 i 当I关1时 
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X + 1 • 1 = 1 /i | 2 \ 

X — 1 : r +1 X+ 1 V X—\) 


丄 I 1 厶 

^TT xTI # x-i 


1 , 丄 厶 

•x + 2 


m) 


丄 , 1 L 

FP1 十 FFI • ^+2 

,1 2 3 

"^x+1 # x + 2 # x-\ 


x + l Cr+l)(o* + 2) 


(x+l)(x + 2)(x + 3) 


(x+l)(x + 2)(x + 3) x 


x + 1 (x + 1)(j: + 2) 


(x + l)(x + 2)(x + 3) 


(•r+ l)(j ： + 2) …(: r+ n) 

+_ nl - . E±l 

(: r + l)(:r + 2 ) … (:r + n ) x — 1 

u \ + u 2 + … + m ” +/?„， 


其中 R ” 


w + 1 

# - 


—1 x-lfj 


k±l 

x-\-k 


丄 *=1 




1 + 


1 1^(1 +似)， 


① 


这里(当々充分大时) 

362 — 




4 


1+ l 

l-X 

k 




+ 0 (f)- 


② 


由①式知，只要研究民有无极限即可. 

令 v n = ll(l+a w )f 

分两种情形来讨论： 

1° x>l 时，此时 


0<1+fli = i±i <1 ,, 


，2，… 


于是 1叫= ^]ln(l +Qn)fln(l +g n ) < 0 


< 0,6 = 1，2,3.“， q > 


③ 


由 ②和③ 式及$收敛 ， t +发散知 

*=1 # n=-l K 


2办发散，且 S 


•. 于是，由 


jj m ln( 1 + 办 ) 


ou 


知级数 ^ln(l+<u) 发散，且 
*=1 

OC 

ln( 1+ a*) =— cx 


从而 

故 


liming 

rr^oc 

lirm ^ = 


于是由①有 


= 兄 ) = 3 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


2° X <1 时 ，: r 不是负整数，又 o : = 0 时，原级数为^]1,发 
散•故可设 一 mO <— m + l ， m 为某非负整数，于是^ 

1 + 办 = ^-^4 < 0 ，々 = l ， 2，.“，m — l ， 

x + k 


1 + a * 




> 0 ，k = m ， m + 1，… • 


令 = 11(1 + q^)，m = / w，m + 1，…， 

k=m 

n 

则 \nS„ = ^] ln(l + a„)»n = m,m + 1，“\ 

*=m 

由②知 ，当々 充分大 时 w > 0, 且级数;发散. 

k=m 

类似于 r 知^ b ( i +办）发散，且 

务=1 

oo • 

y ^ ln(l + a ^) =+°°， 

k=m 

因而 limlnS n =+ oo ， 

故 limS ” =+ oo . 

； r^co 

于是 \imR n =± oo . 

其中的 正&随 m 是2,4,6,…之一或 0，1，3,5, …之一而定，因 
HcYjU n 发散 • 

n=i 

3° 1=1时，原级数为^^ 1 ，发散. 

综上所述，原级数在 i > 1时收敛，即 

V _ n\ _ = 1 

~i (: r + l)( ： r+ 2)“.(x + w) x — r 

【3031】 - ^- + ."，在1>0，^>0(” 

a 2 十 ： r a 2 -r x a 3 十 ： r 

=1，2, …）条件下，其中级数 § & 为发散级数. 
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解令 


§ 7 . 级数的求和法 I 第五蟲级数 


” a 2 +x a 3 +x a#!+x’ 

由 x >0，〜 >0 我们有 


1,2,3,-. 


£l = 

- ^1 

( 

鲁 « 

2 2 

- a i 4 

d\ 

02 

X 

a z -\-x 


X 

a 2 - \~x 

a 2 +x 

X 


_ 

+ 

d\ 

. a 2 j 

a x 

di 

■ 

■ 

a 2 + j: 

=• •• 

a 2 +x 

a3~\~x 

a 2 + J ： 

a 3 +x 



丄 

a\ 

9 a 2 , 

a 巍巍 



a 2 +x 

卞 

az+x 

a 3 +x 

V V V 



R r , 


•— 


■ _ ?L • —■?_?_g ■士 

a 2 +x a 3 +x a n +x 


Cln 

dn ¥\ +X 


d\ # ^2 # # Qfrfl 

+ x a 3 +x a n +x a n \i +a: x 


1>+見， 


① 


纤 l 


ai ai a 3 ▲_ ^nfi 

— • • • • • —• '■ 1 ■ 

x a 2 +x a 3 +x a n +x a^i +x 

fr+-l /rfl 

^ifT -A— = ^iTTfi —— ) 

yrH 

今 n ( i + 似）， 


② 


ak = - Z - ，々 = 2,3，".，n + l ， 

a k ^r x 

由①知， 只要研究艮有关 极限. 

— 1<沿 <0,0< l+cu <1， 是 ; 

n¥\ 

令 《”= n ( i +办）， 

k=2 

^rH 

\nu„ = y^ln(l +cu ) ， 


③ 


2,3广. 
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我们知道 t 是发散的，事实上，由 f ] i 的发散性. 

1 。若 41 

a k ^ x、k = 2,3,…， 

则 A + x < 2 …， 

即 ^->1.1 

(i k -rx 2 a k 

由 f 1 发散(无界）知 t - 1 — 发散. 

4=2 “々 *“2 “★ + 工 

2°若除有限个〜之外均有〜 >: r , 则仍有上述结论. 

3°若 3 U ,], 使气 < i ， i = 1,2,3,”•，则我们有 

a k . +工 < 2x 9 

^>^,a = i , 2 ,..). 

•V 

2 -^>^--+ oo ,( N -- oo ). 

7^\ ^k. + 工 2x 

于是级数;|] 发散. 

k •二1 叫卞 I 

故 §^ =+ ^§^=-°°- 

又 一 1 <免 <0， ln ( l + o ^) <cu <0，是= 2,3,…， 

oo 

知 y ^ ln(l + g A ) =— oo . 

i-2 

因此 limlrn ^ =— oo 9 u n ~^ 0 , R n - ► O . 

于是原级数收敛，且 


即 

显然有 


••• 


^1 + Q ] • ^2 + 

a 2 -\-x a 2 +x A + 工 

【3032】若 (1) 丨 《r |<1；(2) | x |>1 


a ± 

x 


X 


一 x 2 _ 1- 


X 


1+ 


X 


——f 8 


十…. 
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. 级数的求和法 第五章级 


解令 

s w : 


1 — x : 


2奸1 


，w = 0 ， 1 ， 2,… | x 1 7^ 1 


当丨1|參 1 时，我们有 


I — X 


-X 2 


(1+X) 


— X 2 1 — X 2 


+占(1+工 2 ) 


1- 


, x 2 , x A 

+ r ^+ r ^ — 


x x x 2 x ，: r , 

r =^++• • •+ 




其中 Rn 


1- 


⑴当 |：r |<1 时，显然 


Ixl 2 ^ 1 
1-1 j:l^ 1 


0 9 (n 


于是有 t( Sn = ^ t( Sk = fc ( r ^ _i?v ) = 


(2) 当 I x |>1 时，由 


lim (^^) 

n^\ X / 


2 ,rr 


有 


limR 1 


rr-^x> 




2 … 


l * r 广 


lim ， 


( jh ) 


2 纤 1 


于是 = = 尺,、 ,) 
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130331 若 （ 1) U 1<1;(2) 

f : r 於 1 


1，2,…， | JT | ^ 1. 


由于 


n (1-工”(1-，】）， ，，， 1 

_J _1_ _ x w ( l - x ) 

1 -尸 1-， H — (l-X^Kl-X^ 1 ) 

_ 1-X a:^ 1 _ 1-x 

~ x # (l-x^Kl-^ 1 ) "" j V 


N - 

于是 2 1 


⑴当 I xi<i 时， 


s 

= 2 r - 
k = l 1 

1 

一 / 

— 1 

] 

l—x 

1 -: 

X 

X 


• 1 - 1 


ft-i 

=lim x 2 Vk = 

iV--oop7 

: x , ^ 
(l-x) 2 1-X 






(l-x) 2 1-：T 

⑵当 u 

i>i 时， 


oo 

n=l 

N 

== 

= x ^ 

(1 — x) 2 1 — X 


lim 


1-乂 


(1-x) 


lim 

,V-^oo 


-1 


x 

(l-x) 2# 


.§ 8 . 用级数求解定积分 
用级数的被积函数展开式计算以下积分 (3034 〜 3040) 


【3034】 


In -- dr. 

0 1 —x 


解 


0 10 1^心 






x)cLr 
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. 用级数求解定积分 勇五 5 f 


— 


J ：( 




— • • • 


)dr 


ri n ^ n r* 3 

xdr + -^-dr + - 5-dr + 

0 Jo Z Jo o 


1T2 + 2V3 + 3V4 + 


注意 :因为 ln ( l — x ) 




，当 x = l 时发散， 


于是在 [0，1] 上逐项积分的合理性需要证明. 


任意 (0,1), • 


有 


其中 


ln(l — x)dx 


i ；( 


X 1 0^ 

-^― — ••• — 


^■)如+反，① 


兄 = J : (-苦 i -黑 -•••)&. 

因为0 < r < 1，因而在 [0， r ] 1〔逐项积分是合理的 


又 


0 >K 




一 — 「 | i ^ 3 

""L(72 + l)(w + 2)" r (r2 + 2)(n+3) 
(n + l)( W + 2) (n + 2 )(n + 3) ^ 


+… 


+ 1 


7? 丄 2)+ (t2 + 2^w + 3) + 


^+1 9 


于是由①式有 


: ln(1 -: )dr -( 一 A — 占 



72(” + 1) 


< 


n-\-V 


② 


在②中，《间定，令 r — r (广义积分£ 


) dr 收敛）有 


TT)) 


nin + \) 


< 




1,2,3,…， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


于是 


ln(l-x)d^ = lim - ^Tl)) 



因而 £(一 f & 

= J:(—_r)dr + L (一 f)dr + J:( — 誓 ) dx + … 

也就是逐项积分公式成立. 

本节下面的各题，凡在端点发散的级数的逐项积分合理性问 
题，都可类似地证明,不再 一一 列出. 


【3035】 InCx +71+ x 2 )^ 

0 X 


解由2871题结论有 

1 In (: r + y /1 + x 2 )^_ 

.0 X 



x+£{(-ir 


(2n-l)\\ 

(2n)\\ 


x 



2/7+1 



【3036】 


1 + y ( _ ir (> Tl >, LU __1_ 
台 (2n)H (2n + l) 2 

InCl+a:) 
x 


解由 2961 题结论有 


£ InOix )^ = J ' 


: c- 4+4 


x 


dr 


以 1 - 營 + 誓一 … )& 


一 F +? 




【3037】 


0 


1 ln( 1 —x q )dj ： ( 夕〉 0 ， g 〉 0). 
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. 用级数求解定积分 


第五章级数 


解 


产 1 ln(l —x g )dx 


— 




)dr 


… I ■ 


I：( 


= - 


坳 + 士？^ + 如咖 1 +…)心 

+ ^ T ^* i + ^ T 3 ^ , i +, **) 


- 


\ p-\~q P + 

Ira - 


【 3038 】 £lar • In(l-x)dLr. 


解 


lar • ln(l — jr)dr 


= - 




~f w(n + 1)^ o + n(n+ l) 2 


« 1 °° 1 

名 n(w+l) 2 石 n(n + l) 


2 


( n + l ) 2 


= i-(i 十 - f . 

【 3039 】 J7 爲 . 

幼 :rcLr r 扣 。 穴七」 

解 Jo ^= l = Jo 口^心 


广+^ 

e~ 2 

Jo 

X 

L 飞 
_ 

+ -■ 


(1 + e 2iu +e iltr + …） dr 


e 一 2 v -- e 

( 2 x)- e 




广] f 

(心 叫 







4 , 夸 


24 - 


【3040】 


xdr 

? TT - 


解 r 聋 h : 


: re 一： dr 
1 + e^ 


xe 


(1-e— J +e 士 


■ • • • 


)cLr 


[— x€ J 


e 


十士 


xe 




[- 




e 




e 






【3041】按照模 K 0 < 々 < 1) 的正整数幂展开第一型完全 
椭圆积分： 


F(k) 


dcp 


0 v 1 — ^ 2 sin 2 cp 


解 F(k) 


I ： v= 


d<p 


vl —k 2 sin 2 <p 


J 2 (1 +-y^ 2 sin 2 ^+-|-^ 4 sin 4 y>+^^ 6 sin 6 ^?+ ••• 


(2n — 1)!! 
( 2 n )!! 


々 2 ”sin 2 Y + …) d 史 


【3042】 
椭圆 积分： 


+ 叫 ’(2281 题结论). 

按照模々(0 < 々< 1) 的正整数幂展开第二型完全 


E(k) 




vl— k z sin 2 cpAcp. 




解 E(k) 


v 1 — ^ 2 sin 2 ^d^ 


372 




f " f,_V (加一 3) !! 
Jo! (272)!! 

2 r 士 L (&)!! 


. 用级数求解定积分 莞五 s 级 


㈤ !！ 

(2 n - l )!! 


lHJf ^ 1 
!! 」 •^ I lr 


【 3043 】 

圆的 弧长： 


用按照离心率正整数幂展开的级数来表示下列椭 


acost^x = bsint (0 ^ ^ ^ 2 兀 ）. 


解设 a >6,则 


e 


¥，( f) 2 =i - 


弧长为 S = 4 j o " vVsin 2 / + 6 2 cos 2 他 


4 a 


1 — e 2 cos 2 rd / 


e cos 


《卜 § 管〜 


2n-l 


2na 


i 1 _ (i) 


㈣ 2 •誓 -4 


证明下列等式 (3044 〜 3046). 

【_ L - = 2^- 


Te-^dr 

X x Jo 

(1 — j:\nx + -^x 2 ln 2 x — ^x 3 ln 3 x + … )dr 

x-|lnr+| + 右 bfr-|lnr+| -右心 

+^ V lnZ —^ lar + ?+ …] I : 

1 + F + 吾 +F + …=§表 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


【3045】 


e 一 I sinixrdr 


1 V (一 l) n n\ 2^1 

2 U (2n + l)\ a 


证 


e r sinordr 


0 




2irH 


㈣ （ 2n + l)! 

(-l)V 於 1 2^. 


dr 


(2”+l)!Jo e 


dr 


S 

w—0 


{-\Ya 2nH 
(2« + l) 


i r-^o 

「 j。^ 


dt 






2±^ (2n + l)! 


+ … + n!Z + n !] 


[f + rt ^ 1 +n(n-l)f - 2 


130461 


2 士 （ 2” + l)! a • 

r 2 霣 

e a 

0 


cos(siar)cosnxdr = -^7 ♦ (n = 0,1,2,"+ 

n\ 


证 令 z = U + 沁，记 ^( Z ) = M 为实部，于是 


Re(e^ 


故 


^cosCsiar). 
cos( siar) cosnxcLr 


cosnr 


fv 

Re { J 2 V 

岣 : V • i 


dr} 


(e^ + e — 町 ） 


dr I 


m 


-( e ^+ e ~^) 


dr J 




•2胃 


+n)j 


dr| 


+ S ^ R C e ， 一 y ]. 
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. 用级数求解定积分 


第五章级数 


又任 A 6 有 

f 2w , . (2tt, 走 = 0 ， 

e^dr = 

Jo (0 , 々 # 0. 

于是，当 rt > 0 ，m >0时， 

1。当7/1 = 0时， 

(2^ - = 0* 
Jo 10, W 7^ 0. 

f 2 ” . r 、， f 2 艽 ， m = 0, 

Jo 10, m^O. 


「2» 

e l( 

0 


C ： 


dr 


相应地有 h = y (27 t + 27 r ) = 2 tt . 
2° 当 /i = 1,2,3,…时， 


9 2 k 
, 0 


dr 


dr 


l 2 n 9 

10, 


^ n. 


于是相应地有 


i ( A 2x ) = ^- 


求解 (3047 〜 3050). 


【3047】 


cos(asinx — nr ) dr ，（7 i 为自然数） • 


解被积函数是的实部，即 


Re{e ‘ 


于是 


}dr = e acow cos(asirLr — nr ) dx 9 
^ cos(asiar — 7 ir)dr 


J 『 Re { 〆 - 心 }dr = Re { J : V %- hdr } 


叫 irif 


~drj 

dr } 




Re 


6 


2 tt + 




0 


2 ttq w 

n ! 


nr/^fi 


【 3048 】 


xsma 


o 1 — 2 acosx + a 


dr. 


解由 2864 题结论有 


xsiar 


1 — 2 acosx + a 2 


1 xsinnr^ | a I <C 1 


乂 


: rsinnrdr = (— 1) 


n—l 


所以，当丨 《 I <1 时，有 


xsiardr 


1 — 2acosx + a 

—ln( 1 +a). 
a 


2(-1 f 


n= 


UI >1 时， 


a 


<1 


xsiar 


xsiar 


1 — 2acosx + a 


1-2( 士 ) cosr+(j) 


于是当 UI >1 时, 


xsiar 


1 — 2acoar + a c 


dr 


>( 1 + 士) 


【 3049 】 


ln( 1 — 2acosa: + a 2 ) dr. 


解由 2872 题结论知，当 | a|<l 时， 


[ln( 1 — 2acosx + a 2 ) dr 
Jo 


-2 




cosnr 


dx 


0. 


当 UI >1， 即当 


<1 时， 


ln(l — 2acos:r + a 2 ) = ln[a 2 (l — 2 士 cosx + 表 )] 
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. 用级数求解定积分 第: n 章 


lna 2 + In ( 1 -音 cosa + 4 ) 


于是当 UI >1 时， 


ln ( 1 — 2 acosx + a 2 )dr = 7 rln ^ 2 = 2 ^：ln | a I 


【3050】证明 公式: 




h 。二 1)! 


+ (- l ) 


nOnn\ 


■irH 


① 


其中 a >0 与 0< 氏 <1. 

若在公式①中取两项来表示积分 


e~ x 

• 0 100+1 
其精确度是多少？ 


dr 


证 当: r >0 时，令 /( x ) 



，在 : r = 0 的泰勒公式是 


fix) 


x a 


/(0)+/(0 Xr - 

I 产 1 ) ⑼ 广》 
( n - l)! x 

1 X J_X 3 

a a 2 a 3 


迦 乂 + 

2! :卞 

r n ) i & r) yn 

n\ 

• + (-l 广 1 


+ (-!)' 


(a + fe)〆 




+ (-l 广 1 


+ ( — 1 ) 


n oc ， 


， （ i+O 

= 士十事-… + (- 丄产 


ftH 
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+ (-l)U(x) 


1 irfl 


其中 


Q<d<l ， 0 n (jc) 


«) 


/rf] 


于是 0< 良 Cr )< l，xG ( 0 , oo ) # 


由 




及 


知 


从而 


e _x x w dr = n\jn = 0, 


0 J 厂 ei’dr = n ! 

f e -5 rt CrXr”dr = &!，其中氏 e (0,1). 

fT J 「作 

dx = /( i ) e，dr 
Jo a +x Jo 

= s ^ ： z ^ r^ ，e ^ dr 

+ (-1)” ^ J % n ( x ) x - e^dr 


丄 — 4+ 马一 


… + (- l ) 


『J ( 71 — 1 )! 


a a 


+ (-l) 


” nl 


./rfl 


dn . 


在上述公式中，令 = 100 = 10 2 , 有 


e 


0 100+ J 


dr = 10- 2 -1!10~ 4 +2!10- 6 
+ (-l)^( 72 -l)! 10- 2 


+ (-1)讥”！10令 2 ,0<氏<1. 

令 《 = 2，则误差为(一1)%2!10—，其绝对值小于2 • KT 6 ,于 


是 


•+ 


e x 


dz ： -0. 01 -0. 0001 


0 100 + x 


<0.000002 = 2 • 10' 
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§9. 无穷乘积 


1. 无穷乘积的收敛性若存在有穷的非零极限： 

lim Up, = limP„ = P, 

i=l n=x 

则无穷乘积 

X 

P\p2, … PrT ： = ” 5 产 , ， ① 

称为是收敛的. 1 

若 P = 0而乘数/>„中没有一个等于零,则乘积①称为是发散 
于零，反之则称为收敛于零. 

lim^ = 1是收敛的必要 条件. 

SIr ①的收敛等价于以下级数的收敛： 

f lnp„ ， ② 

若 p n = 1+%(72 = 1，2,…）与％不改变符号，则对于乘积① 
收敛充要级数 

oc oo 

= - D ， ③ 

1 fi=l 

收敛 

通常，当％不保持固定的符号而级数③收敛时，乘积①将与 
以下级数同时收敛或发散 到零： 

2. 绝收敛^乘积①称为绝对或条件(非绝对）收敛取决 
于级数②是绝对收敛还是有条件 收敛. 级数③绝对收敛是乘积 
①绝对收敛的充要条件. 

3. 函数的无穷乘积展开当一 oo < x<+oo 时，以下展开 
式成立： 

—=工豆(1 — g )’ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


COSJ* = JJ 1 


4^_1 


(2n 


特别是由第一式当 


时，得出沃利斯 公式: 


__ TT 2n 2n 

T — U 2n~l • 2n+ l 

证明以下等式 (3051 〜 3060). 

【_ n ( i -^)= i - 

证令 


1 - 含， 


由部分乘积 




n+i 

• 1 


于是 n ( i — 士)= 


【3052】 
证令 




打 3 -1 

” 3 + 1， 


而 


P n = HA 


2 3 -1 嫌 3 3 -1 
2 3 + 1 參3 3 + 1 


” 3 -1 
/? 3 + 1 


2 # n 2 + n + 1 

3 71 ( 71 + 1 )’ 


于是 n 




limP n 


【3053】 f [\ l ~ 

—一 9 L . 


n(n + l) 


3 - 

]= 


证 
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§9. 无穷乘积 


第五 章级数 


1- 


n(n + 1 ) * 


riA 


4 _ 1 5 * 2 

20 # 3 • 4 


(”+ 2)(”一1) 
71 ( 77 + 1 ) 


有 


= 1.^+2, 

3 n 

n[ 1_ ^n] = i^ F,,= T 

n — L 

130541 6[1 + (+广]= 2 . 


证 




卜（ 


Pn 


-(i) 


2^1 


1-4 


于是 n(i+(i) 2 ")= 2 - 

【3055】 II cos 


证 


p n = cos^cos^-cos^T 

= T^-V 005 # cos 桊 … ( cos #^ 2sin #0 

2s,n pr 


sin 


2 n sin 




381 


有 


ncos^j = limP w = lim 


sin 


2” sin 


2 杆 1 


7 T 

,. 2^ 2 2 
lim - • —— = —— 

• 7T 7T 7T 


sin 


2^ 


【3056】 IT 


证 


cos 2^ 

n — ^ 

当 ： r # 0 时， 


x siar 


x 


P n 


COS y COS 歹 … COS y 


x siar 


x 


2” sin I 


sin 


¥ 


于是 ric 


os 


¥ 


siar 


x 


D0 57 】 Uch^ 


sKr 


证由 


P” = chych^—ch^ 


skr shx 2 W 


2 w sh 


r 


X 


又 


㈤ 忐 = 鹄忐 


sh # 

1.故 


9 (x ^ 0) # 


nch # 


lim 


skr V 


skr 


sh 




130581 
证由 


^ ； (1+ 户 ) = T^~ (| X |<1) 

M 一 n 丄 JO 
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siar 

x 





. 无穷乘积 


第五章 



( l - x ) P n = ( l -« r )( l +: r ) …（1+户） 


1- 



有 




1 - ， 
1 — x 


又 U |<1,我们有 


ft(w) = rb ， 

n=0 丄 ^ 


由此，我们有 


fl(o 点 


【3059】 


JT 


Ld 

7 T 


证在3056题中，令 


2 + 7 ? v ^+ v ^ TT ? 

r =寻，由半角公式有 


COS 


y /2 7 T 

j， COS 百 


1 + COS 4 


2+72 


于是 


也 . 


2+V2 

2 


2 + 72+72 

2 


jl 




2 +^2 v^+v^+yf 


【3060】 




3 n 

3 w + l 


27 T 

3^ 


证由 sinx 无穷乘积展开 


siar 


«: o 

n (-^) 


令 = 4 时，我们有 


sin f = f5( i -(^)=in 


( 3 n - l )( 3 n + l ) 
(3;/) 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四） 


于是 




3n 

3n + l 



27 T 

3 73* 


证明以下无穷乘积的收敛性并确定其数值 (3061 〜 3064). 


130611 
证由 


p _ 1*5 2 • 6 3*7 (rt — 4)w 
n — 2^4 # W W. (w-3)(n—1) 

. (n — 3)(n + 1) I (n — 2)(r? + 2) 

(n — 2)n (w — l)(w + 1) 

_ n + 2 
4(m-1 )， 


有 

收敛. 



【3062】 
证由 


S [ 1+ 


rz(n + 2). 


1+ ^OTf2) 


= ( n±iy 

n(n + 2) 


有 

P •尤 •• （”— i ) 2 

” 1 • 3 2 • 4 3 • 5 (n-2)n 

n 2 (ti + 1) 2 

# (m-IKti + 1) # nin + 2) 


= 2(n + l) 
n + 2 ’ 

于是 limFn = 2. 

从而该无积收敛，且其值为 2. 


【3063】 


tt (2n + l)(2n + 7) 
i=\ (2n + 3)(27i + 5) # 
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. 无穷乘积 第五章级数 


(2 w - l )(2 n + 5) 




(2 n -3)(2 w + 3) 


(2 n - l )(2” + l ) 
(2 n + l )(2 n + 7) 





【3064】 Jla ^ 1 9 ( a > 0 ). 

n—\ 

证由 • 

P n = a~ l • — /(卜+十…+卜 1 ’"^, 

有 limP ” = a _ln2 . 

于是该无积收敛，且其值为 a —、 

【3065】能否由乘积; ft 九与 fl ；% 的收敛性得出下列乘积 

n^l n— 1 

的收敛性？ 

oo oo oo oo 

CD n ( 久+9山⑵ (3) itm ”； ⑷ n 旁. 

n=l /a—i n—1 n=l ^ n 

证⑴不可以，如亡[(1-士),2( 1 +表)皆收敛，但 

加卜 X 1 -》)]:!； 2 ’ 

发散 • 

(2) 可以，事实上，部分乘积 

Qn= P\ 9 PZ^PI = (Pi … /O 2 ， 

于是 limQn = lim (/ v “/>„) 2 = P 2 ， 

n-^oo ir-^c 


其中 P =^ Pn ^ O . 

n=l 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


(3) 可以,事实上，部分乘积 

A, = (/>1 />2… Ar)(9i 仍 …9 «)， 

于是 HmA„ = PQ, 


其中 p = = q ^ o . 
(4) 可以，秦实上，”部分乘积 


A” 


于是 


P\Pz … P” 

_ P 
•一 Q ， 


(q t 7^ 0,2 = 1 ， 2 ,…）， 


其中 


P = n/>n ^ o ， ITg” = Q 7^0. 

研究以下¥穷乘稅的 &敛性 (3066 〜 3085) 
【 3066】II 


解令九= — ， 

n 

有 \ imp n = 0 . 

于是不满 St 敛的必要条件，又 


P n 




有 HmP n = 0. 

所以该无积发散于零, 


130671 II 


(”+ 1) 2 
n(n + 2 Y 


解令 


于是 


(n+1) 2 
n(/i + 2 )， 

, • 1 


1 + 


n(n + 2 ) 


而 s 


g ^P2) 收敛，且;^不变号，因而该无穷乘 积收敌 
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. 无穷乘积 



【 3068 】 fl(l + ^) 


解 令九 =1 + 




OO 

其中》不变号，又2 +当 P>1 时收敛，当/>< 1时发散，于是 
该无穷乘积在 P > 1时收敛，在/>< 1时发散. 


【 3069 】 


如 -3 


解令 A* = 1 — 7， 


又文;(一 士 ) 发散, 且一士 不变号，故该无穷乘积发散. 


注:因 


有 


Pn = - 

limP ” 


n — 2 n — 1 
-#- 

w — 1 n 


于是，该无穷级数发散于零. 

【3。7。】 n (^) p - 


解令 




奋屮-点 r ” ㉞ 1 -点)’ 

对任何 /) 皆收敛，于是该无穷乘积，对任何/>皆 收敛. 

【邓 71 】 n ^ + ^ Xb ，其中当 n>rk 时，^+^+^>° - 


解令 


n 1 +Q t ^ +&1 = 1 | (fli —a)n + (fei ~6) 
n 2 +ow+6 n 2 + an ^\~b 
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吉米多維奇数学分析习题全 解( 


于是可令％ = %~ bJ - ，当〜 = a 时，〜 ^由衾 

-4 收敛知，该无穷乘积收敛，当…关 a 时，由 n 2 + an +6>0, 且％ 


〜知该无穷乘积发散. 
n 

【 3072 】 丘 

土 t 。\n — b\){n — b 2 ) % ^{n — bp ) 
其中 n 。 〉 b t (i = 1 ，2,…/ >)• 

解令 

: (n — a } )(n — a 2 ) 909 (n — a p ) 
n (ti — b\)(n — b2) … （n — b p ) ’ 


于是 = 1 + 


令 Or,= 


*+—+(- d /, ( ri a « ~ n ^) 

i«=i_ i^i _i^i_t°i 

n (”- a ) 

i #5r, i 

(交在一文洱 V " 1 +•••+(—1/(13^ ~ n ^) 

i^l _»=1_* = 1_ i —\ 

ri ( H ) 


且 


当土 >, = 时， =( 去），从而该无穷乘积收敛. 

1=1 1=1 vn 7 

当 2 a # 2^时，由当 n > %时， 

»=i 1=1 

p 

n (” mo ， 

i = l 

an 〜士 (习 (bi — a,)) , 


于是发散，从而该无穷乘积发散. 


【3073】 


AVSI- 




9. 无穷乘积 



解令 A * 


^+1 
n + 2 9 


有 


ln ^ = i ln S2 = i ln ( 1_ ^+2)* 

由 f 1 一;^ ) 发散，于是原无穷乘积发散. 


130741 

解令 


V + 1 


1 + 


有 


ln />” =-| ln(l + ^). 


因为 2 Mn 




而琴$收敛，于是琴 ln ( l + 各) 收敛，故客 lnp ” 收敛，从而该 


无穷乘积收敛. 
【3075】 


解令 A * 


0^4- 

” 啊， 


于是 1矽”=士1«)>0. 


又 


釦«)〜善， 


从而 i ] ln /> n 收敛.因此,该无穷乘积也收敛. 

n^i 

【3076】 IT 

n=l 

解令 A * = %， 
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吉米多维奇数学 分析习题全解(四) 

于是 lnp” = 



又 

而 


2 ln/>„ = 2 4 Inn, 

i»=l n=l n 

加 = 0( 忐)， 


这里 ( 0 , 1 ), 而收敛，于是该无穷乘积 收敛 . 

n 

【 3077 】 n(l+f)e^. 

解令 A = (l + f )e^, 

于是九十訊 1 十舂 + 0 ⑸] 

=1_ 呑 +0 ⑸. 

现记 Ar = 1 + or ” ， 

其中％=-益 + 0 (古). 

当 n 充分大时，有 < 0 , 保持不变号，又任意 : T e (— ⑺， 
+°°),级数 S [- 盖 + 0 ( 士 )] 收敛， ( ” 。为适当大的正数 〉 ，从 

oo 

而收敛，因此该无穷乘积收敛 . 

n-\ 

【3078】 TI(l-^)e " ，其中 r > 0 . 

解任意的 (— co ， +oo )， 

令十忐 ) ef 

c + n n n\c + n) \n / 
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. 无穷乘积 



1- 


x 2 — CX 

w(r + w) 


+ 。 ⑸ 


1+。 ⑸， 


于是可设 A * = 1+如， 


其中 


0 (分 


. K )， 


收敛知，该无穷乘积收敛. - 

oo 

【3079】 

解当丨^|>1时， 

Pn = l~X n \ 1, 

于是该无穷乘积发散，当 | «r | < 1时，若 x = 0，显然收敛， 若 〆 # 
0,则有 

\ np „ = ln(l — x a ) =— x n ln[(l — x n ) 爹]， 


而 

其中 


limln[(l - ]= limln[(l + 丄）1， 


于是 = 0 ( \ x | n ). 

而 t | rt (|: r |< l ) 收敛,于是当 | x |< l 时该无穷乘积收敛. 
«=1 

【3080】 n (! + f )• 

解当 |* r |>2 时， 


i + (f) 



于是该无穷乘积发散，当 I I |<2时，若 x 
0,由 


0,显然收敛，若: r # 


胜 ( 1+ ( 音 ）I 


lim(l + 0+ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


有 


\ np n = \ n(l + ( f ) m ) 


¥ 


^ f r - o ( 


X 


n 


而当 I :r |<2 时， ^ 
积收敛. ” 


X 


收敛，于是收敛，故该无穷乘 


【30811 n 


1 + 






解1°当|：*：|<6时，由 

l + l) n = e + 0( l ), 

则存在72。 >0, 当72 >71。时，有 


于是有 


(1+ 士 )" 2 




(i+ 士 ) T〉! 


X 


从而 


Pn = 1 + 






-V lf(n-^oo) 


于是该无穷乘积发散. 


2°当1工丨=6时，由70题结论，有 




> e - 立. 
n 


此时 p n ^ 1 + ( sgar ) 


”( o ” 2 


e ” 


1 + ( sgrur ) 


0+i)T 


e 
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=1 +flnf 



其中 


(sgrir) 


”[«) 丁. 

e - 


( sgar ) 


(o 


04 ) 


n-i n 


n-i n 


> 


且 


十 i .^， 

im ( l —立 • 丄)” = 

-coV e n 1 ^ coL \ we / J 


=e e >0, 

于是％ ~V 0, 从而九 > 1, 故该无穷乘积发散. 

3。 当 U |> e 时，令久= 1+ 现考察％, 


由 （1 + j )” = e + 0( l)，(n 
存在71。> 0,当 rz > n 。 时，有 

( 1+ +)”<+ (e+ i 工 I). 


记9 


i •帶’ 


于是 0< g < l . 


而 


( 4 ) 


x | - 


< 


( e +| x | ) 
I oc | 


于是;绝对收敛，因此该无穷乘积收 

n=] 

【3082】如 1 —砉)点< 



吉米多继奇数学分析习题全解(四） 

•、一 ■TM~il \\Yi a f rn *• mm ft 


解令 P ” = ( 1- ^) e ^, 

于是 A = ( 1 _ f )[ 1 + ( f + 会） 

++( f +£) 2 + 姑) _ 

= , 1+ f + £ + 2 -7 + °( a ^)_ 

+[-* - 誓 +0 (*)- 

= 1+0 (*)， 

令 a ” = °(*)， 

于是 pn = 1 + a „. 

而绝对收敛，知该无穷乘积收敛. 

n*l 

【 3083 】 IT(l+^)cos^. 

解 r iiiici 时 

p” = (l+^)cos^= (1+ 萝 ) [1+0( 绔 ) 

= 1+ 5 +0 (S) +0 (^) 

= 1+0 (^K°(^)* 

当^充分大时，不论/>，？为何值，皆有 

^ = 0( | x 1 2 = 0(1 x I"?), 

W 0C 

从而 pn = I -\- a n 9 a n = 0( I x 1 2 ). . 

又收敛(因 U |< 1)， 于是 f [九 收敛. 

n=l n =\ 
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2° 当: r = 1 时，在 P >\, q >\ 的情形下，由 

户 " = ( 1 + 古 X 
= ( 1+ ^)[ 1_ 2^ + °(^)] 

=1 + 士 - ^ +0 (古 K °( A ) 

= 1 + 》 + 0 ( 去)’ 

令 />„ = 1 + ff „， 

其中 a - = ^ + °(^)* 

于是 ^> W 绝对收敛，且 

°" = ^ +0 (^) +0 (^) = ^ + 0 (^)- 
从而 S 3 收敛，故 ft />, 收敛. 

H 叫 

3° 当： c=-l 时, 在户〉 如•的情形下，由 



(- 1 ) 




(- 1 )” 


= ( 1+ ^)-[ 1_ i # ^ +0 (^). 




令 At = 1 +戽， 

其中 ^ = ^- +0 (^)- 

于是 ln /^ = ln ( l + 戽） =疼+0(戽). 

易知收敛，又 




吉米多维奇数学分析习题全解(四） 


成士 0 (去 M *) 

= 忐 + 0 (忐) + 0 (去)， 


知2戌绝对收敛，从而 Slnh 收敛，因此，]收敛 • 


【3084】1丄 


sin 


n 


n 


解由题意 * r #0, 令 

Pn = a + a n y , 


sin — 2 , 1 i 

其中 a - = V L_1 = [ 1 ~^ +0 (^) h 1 

= —恙 +0 (》)， 

又 ln />” = filnCl + a „) = — ^2 f 

OO GO 

由 2677 题知; ^ ln ( l +%), 于是收敛,故该无穷乘积 

lf=l n=l 

收敛. 

OO 

【3085】 JJ v^In(n + x) — Inn. 

n=\ 

解 令 A * = ^InCn + x ) — Inn , 

由题意 In (: r + n ) — Inn > 0， 

于是 x ^ O . 

1° 当 : r = 0 时，各项皆为零，于是无穷乘积收敛于零. 

2°当 : r >0 时，由 

lnp „ = i - lnln ( l + f ), 


知，当时，有 
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ln ( 1+ f )<^ 

于是 lnln ( l +^)<0. 

--- ►+ °°， 

ln ( 1 + f) 

且2 士发散知 S — 士 i — G + f ) 发散，从而 S ln A 发散，因 
此穷乘积发” 1 

【3086】 证明: 若级数 ftd 收敛，则乘积; ftco & r , 收敛. 

w=l n=l 

证 当 or — O 时， 

pn = cosx „ = 1+ cr ”， 

其中 a ” =- jxl + CX ^) 9 a n <0, 

又 = +0(^)1, 

»=1 n=l C J 

收敛，于是 f [ C osx „ 收敛. 

»=1 

oo 

【30871 证明: 若级数 H > w 绝对收敛,则乘积 

n=l 

只 tan(j + cr „ ) ( | a ” | < f ) 收敛. 

证因为收敛，于是 

Fl=l 

lima „ = 0, 

rr^oc 

令 p „ = tan (晋 fa ,), 

有 p n = } 十 _ ta1 ^ = (1 + tana „)(1 + tana n + tan 2 a ” + …） 

1 — tana ” 

=1 + 2 tana „ + 2 tan 2 a „ + ••• 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


=1 + 2a” +o(a„). 



而+«(%)]收敛，对于级数 

n = 1 

^[2 g w + o ( a«)] 2 

/l=l 

oo oc oc 

= +4^g <> • 0(%) + 2 o2 ( 〜)， ① 

«= 1 #1=1 H=1 

oo 

由于绝对收敛，于是 

n=l 

< 2 I a ,, l . u , I , 

当 n 充分有 1 

i a„ • o ( a „) K I a” I ， t o z (a„) I<I a” 丨， 

从而 • o(a„)t^o 2 (a M ) 皆收敛. 

故级数①收敛，从而该无穷乘积收敛. 

研究下列无穷乘积的绝对收敛与条件收敛 (3088 〜 3097). 

^ r ( — 1 \irf 1 n 

【 3088】 XI 1+ -- ■■ ■ ■ - • 

/»^1 n 

解由于级数 _ 条件收敛，且收 

敛，故该无穷乘积条 i 收敛. .* 

130891 n[ 1+ ^l 

解由 ST 条件收敛， 且额亨 1 = 1?士 

发散.因此，该无穷乘积发散. 

130901 耶 + ^=^.. 

解当/> > 1时， t 绝对收敛，于是无穷乘积绝对 

收敛. ” 
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当士 〈/ > < 1 时，条件收敛，客[^=^] 2 = 

24?收敛，故该无穷乘积条件收敛. 

«=i n 

当 0< X ^ ■时，由_ +发散，知该无穷乘积发散. 

当/> < 0时洇^ 11 ^不趋于零，于是该无穷乘积发散. 

130911 fl [ i +^]. 

oo 

解因为^^^条件收敛，又因为 

lim ❿= 0, 

fr-^OG Yl 


知存在 ri 。 〉0,当> ri 。 时，有 In 、 < n , 于是> 士，从而 
SrV 发散，于是该无穷乘积发散. 

n =2 ln n 


130921 


解 

有 

设 

有 






0 . 


lim In 

k-^oc 





又 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


于是 


Uk 


V2k-\-\ — y/2k — 1 

(y^+i)(/^n-i) 


In 


1- 


yaw - yafe-i - 
( v ^+ i )(/^ n - i )- 



V2k-\-i-yu-i 
-(y^+i)(y^Ti-i)- 


2k 9 

(k 


因而发散，故 九 发散，由此，该无穷乘积发散. 

灰=1 11=2 

【 3093 】 f[n^ l)n . 

if=l 

解 令九 =V 一 1〉 ”， 

则 pik — (以）( _1> '= 2是 — 00,（务 — 00乂 

于是 A * > 1,从而该无穷乘积发散. 

【 3094】 n 

解令久 

有 ln />„ = — lrm (_1) " = - ~ — Inn . 

n n 


又 Z (— 1)” 一条件收敛，于是该无穷乘积条件收敛, 


【 3095】II 

n=\ 

解令 


1 + 




/>n = 1 + 


(-1)^ 


有 


I lnp „ | 


In ' 

■ 


1 + 


(- 1 ) 


n 


于是 g I 1吵„ I 发散，设 
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Vn = \np n , 

于是 Vzk-i = lnrl + 


(- 1 ) 

2k- 


写]， 


V 2 k 


令 

我们有 


In 1 + 2 ^ — = 

V 2 k-l + V 2 k » 

, h 丨 （ _1)H (-1)^ I (-1) 

ln . ^ 2k-l ^ 2k ' r 2k(2k- 


\ 2k } "I 

^ T)J 


In 1 + 


(- 1 )^ 

2k(2k 


k -] 


于是 


^ 2 m -\ 


^2 m 


•】一1 1 

= ny 」- 


ln 1 


1 ，2,3,…. 


_ 2 _ 

4 m (4 rw 


，3, …. 


» 一 

从而 Y 〜收敛，又 — co )， 有互]%收敛，因此，该无穷乘 
积条# k 敛. 

【删】 （!+★)( 卜 吳)(卜 *) 

X ( 1+ 吳 M 1 —真 )( 1_ 5)( 1+ 古)…. 

解无穷乘积的收敛性与级数 

ln ( 1 + ^) +ln ( 1_ ^) +ln ( 1- ^ +ln ( 1+ ^ 

+ ln ( ! ~ jf ) + ln ( 1_ ^) + ln ( 1+ ^) +， **- ① 


— 万忤 11 ^ — 方 ) +1 十 + 万)① 

的敛散性一致，于是我们只研究级数①的敛散性就够了，现将级 
数①每三项依次加括号有 


|[ ln ( 1+ ^) +ln ( 


l - 


4 n — 1 


ln(l - 


An + l 


■ 

)• 


② 


现考虑②的通项 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


n %/16n z 一 1 


1 


1+ 々一 


^ Vl6n 2 - 1 


Tei^i 


1； 1 M +1> [ 1- i + ° (士 ) +1+ 去+°(+)]- 
- */16« 2 -1 

0 ( 4)1 

'”2 /」 

2(W+l 〉 (2+ 0 ㈤ )-1 丄 

L 1+ ^ yr^f +0( ?)」 











In 


■ i+ 盖 


\4n 


16W 2 - 1 716/I 2 -1 




In 1 — 


4 n %/ l 6 w 2 — T ( yi 6 n z — 1 + An ) 


16 n 2 


W = T +o( ； 


)] 


其中 


ln[l + a «] ， 


yi 6 n 2 -1 


+ o 




于是〜 — o, 且 n 充分大时有〜 <0, 又; 2 7 3 , ■ -； 发散， 

n=i \/16 n z — 1 


oo 


24收敛，故;发散，因此= 2 ln ( l + a „) 发散，从而 


n ^\ n 


原无穷乘积发散. 


【30971 (l + f)(l-^) 2 0 + ^)(l + ^) 


个訂(1+訃... 


解令 


1 + F ^2 = (1-^)， 

1+辜4 = 1+去， 


(1 一表) 2 ，％ = 1 


+表，… 


设 q n = l + a n9 


于是 


F ， 


声， 




?， 
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+ 


FT 萨必 V ”， 

1° 当 a > l 时， 

2 I ^ 1 = ^ + ( 多一姜) + 辜 


+ 


去 Ml —凑) 


① 


收敛，于是； Q % 绝对收敛. 


n=. 


oo 


2 。 当…时 于是化发散. 

3°当0 < a < 1时，将原无穷乘积改写为 

(卜訊 1 #)^# 1 -^ 1 -訃( 1+ +卜 


我们令 

Pi 


p ， p 2 = l _ y ，/>3 = 1_ 


Pi = 1 + y * P 5 = 1 +万，户 6 


4 fl ’ 


1- 


P7 = 1—f ， p8 = l + g^fp9 = 1 + 

设 />• = 1 + 爲 ， n = 1，2,3,…， 




7° 


(1 + 3 是)“， 


n = 4走 +1， 


于是 Ar = ^— (2 + 3 ^) a， ” = 4 々 + 2 或 ” = 4 是 + 3 


i (3 + 3 kr 9 
现考察如下级数 


4务+ 4,々= 0,1,2, 


§[( TT 3^ 


2 


(Z + 3k) a 


(3 TW ]= §〜， 
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. 无穷乘积 



的收敛性，其中 


于是 


1_ 2 丨 1 

(l + 3^) a (2 + 3it) a (3 + 3 々 )“' 

- _1_1_ - 

Al+ 3 kY (2 + 3 k) a . 

_ - _ I _1 - 

— _(2 + 3 々 ） fl (3 + 3^) a . 


— (3々 + l + 仍产 1 (3々 + 2 + 免)^ 

- a(a + 1) - Cl + dz - dO ^ 


[3走 + 1 + 沢1+込 一 ^)]，* 2 ” 1 … 

其中0<负<1,0<汍<1，0<0<1.显然，令5= 1+ ft — 久 
有0<$<2,且 


6a+d 2 -dx) = 6de (o,2). 


因而 


0<6. 


a(a + 1) 

(3 是+1+ 傲产 


8 < 


2 a(a + l ) 
(3是 + 1产 ,2 . 


由 U、m %收敛性知收敛，于是收敛，但 

oo 

a , 变号，从而还需考察戌，易知 


(1+3々户’ 


(2 + 3 々户’ 


(3 + 3々户’ 


n = 4走 + 1， 


„ = 4是+ 2或沒= 4灸+ 3 


4走 + 4 ,A = 0，1，2，.". 


于是 


q 2a 〈离〈 ~ 7~0 1 v 2a 

n + j ) ( j n H ) 


，w = l ，2,3，-“. 


当 0< a < + 时，玄 —^ 发散，从而念戌发散，因 

"( 4 w + t) n=1 


此， n > 发散，故也发散. 


405 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


当 j < a<l 时，2 


( K ) 


2a 


收敛，于是文茂收敛，故 


II 九收敛 ，因此， n % 收敛，又由①式知 E 丨发散，于是当 

/!= 1 »=1 #1—1 

+ 0<1时，1^条件收敛. 

L |»=1 

【3098】证 明:虽 然级数 

发散，但是乘积 


( i +^+ iK 1 —凑 -砉) …， 


收敛. 


证设 


(古 ++)+( —砉 )+( 古 ++)+( —為) 


① 


的通项为则 


以 Zft -1 


ATT 出， 


U 2 k 


VkTi 


，k = 1，2,3，.“. 


令 W 


十 


k + V 


显然发散，于是原级数①发散，设 


1 + 


72 2/V 41 

无穷乘积对应的级数为 

oo oo 

2ln(l +“”） = 

»=1 a — 1 

其中 V” = ln ( l + A ). 

于是 limx;„ = 0, 


)(卜 SG + i+H ② 
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§9. 无穷乘积 


第五章级数 


且 


V2k-\ = ln(l + “ 2 H ) 


ln ( 1+ T 7^ 


n ) 


V 2 k 


ln(l + 吻） =ln(l 


Vk + \ 


Vk + \ 々 + 1 


),々 = 1，2, 


若设〜 = V 2 ^i + V2k i 


则 


b k 


ln ( 1 + 点 + 点) 


ln(l — 


U + 1) VkTi 


oo 


oo 


因此，级数 f &收敛,故级数 s %收敛.从而，无穷乘积②收敛. 
【3099】 证明: 虽然两个 7 ^级数 


■ ■ m- 

S 


on 


a" 


与 


oo 


发散，但是乘积 II (1 +%>收敛，式中 


n— 


On 


Tk 


.4k + k k4k 

证 设心 = azk-\ + CL2k » 


若 n = 2k — 1 ， 


若 n = 2k ， 


则 


ak== ~k^T7k 


，是 =1 ， 2,3，.". 


由 S 」 p 收敛，而 2 +发散，于是发散，从而2>” 

k^\ k ^Jk L 一 ' R 


*=i 


发散，又设 

bk = crL-i + aL ， 


有 


b k 


(i) + (i 


+ 


2 


+ 7 T + 


k4k k 2 k 2 Jk 


h) 


3 


2 


la I La I I LJ 丨上 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


= f +0 ㈤ . 

因为 1 收敛， 1 4发散，我们有坌〜发散，于是 

vk 3 4=1 ^ k=\ n=\ 


发散 • 


设与无穷乘积 n ( 1 + A ) 对应的级数 ln(l + % ) , 


令 V n 
设 C k 


ln(l+a”），72 = 1 ， 2,3, …， 

V 2 H + V 2 k = ln( 1 + azk-\ ) + ln( 1 + a 2 *) 


ln ( 1 _ ^) + ln ( 1 + ^ + i + ^) 

ln [ 1- i + T( 1 _ T)] =ln ( 1 -F) 


于是，收敛，又 


\imv n = ln(l +a n ) 


ir^oc 


从而收敛，故原无穷乘积 n ( l + a „) 收敛. 


【3100】设 

C ( x ) = 


00 1 

2^- 


(黎曼 （ 函数）,久01 = 1，2,…)为素数的序列，证 明: 


1 = 和 ). 


解当 工>1 时，黎曼函数收敛,于是我们设 : r > 1，有 


pn 


) 1 = 去+古+…+春 


+ •••• 


又 


ni 1 -吉) 


㈣ 


+告+点 




其中 ， N e IN . U , ，和，…是整数，它不包含超过 iV 的素因子，显然 
1，2,…， IV 这种整数全被包含在〜，〜，…之中，因此 
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< 


( N-\-\y (N + 2) J 


+ … 0»( r ? -► OO 


QO 1 1 

取极限有 =Kr)，Cr>l). 


【 3101 】 


证明:乘积 ft(l — 士 ) _1 和级数公 +发散(:欧 


拉），其中 p n ( n = 1，2,…）为素数的序列. 
证因为 

U~ 1 T>±h 


1 _ 上 

Pn 


n 


当 N« ，名 士发散 ，于是 1^(1 一士厂发散，且其值 

为+ CO ,从而 g (l-J-) 发散于零，又^ ■ > 0，始终不变号，于是 

级数念士发散. 

Pn 

【3102】令仏 >0(n = 1,2,…），且 
^. = 1 + ^ + 0(^)(00). 

证明％ = 


提示 ：研究 lima〆 =山11 

00 W =1 a rr 




解 


今考察无穷乘积 fu, 其中 p ” = ^(1+ 士) '考察 

1 Tf 


它对应级数 ^lnPn， 而 



吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


\np v = In 1 + 7 ) 

—— ln $ +/ { 士 +o( 士 )] 

=-ln(l + Aj+ 含 +0( 表 ) 
=— 丄 +0( 么 )+ 士 +0( 表 ) 

其中 A,, = ^-+o(^),(£>0). 

于是 l nAl =— 昔十子 +0( 表 )=0( 表). 


由 S 4收敛知, 久 收敛，从而 fu 收敛，记 fu = 

rr-I 71 /i-l n~\ w« 1 

ko ，从而 ^ # 0,且々。为一有限正数，设 

oo 

Pn = aiYlpuf 

n=l 

于是 Pn ~^ aik 0 > 0, ( N -^ oo ). 

又由 ^=^ n ^ f ( i + i )'=^* n ( i + 7 )'» 

注意到 ln(l + + )= 士 + fi ,， 


其中 卜 0 ⑸- 
从而当 N 充分大时，有 

N 


部 -A) 

= />[lnN + C +0(^)+ S ^] 

= p[\nN + C + B + 0(^)] 
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5 9 . 无穷乘积 第五章级数 


P 


'lnN + C 0 + o (^)], 


其中 C 为 Eulei •数 ， C > 0 ，B = 2^,是一常数， 

»=] 

S a = S a + 0( E , 3 ) = 5 +°(^ ) • 


C, =C + B ， 


故 


n(l+ — = N p •G.v, 

n=l ^ 


其中 G.v - e c o ^(^> 


e c - p > 0 ,( N -^ oo ). 

•v 


于是 


0<ai 々。 = 社〜 = 把卜 + [(1 +j)] 

= Iim [ a . v^i N A Gv ] 

.V-^oo 

=lim(a ； v +l N p ) • limG.v. 


上述运算是合理的，这是因为 


limG iV = e Co/> > 0, 

C< 


而 


a . v + iN p 


Pv 

G ， 


于是 lim ( ar^Nn 


^jko 

e W 


① 


也就是①式各极限存在，同时与+为同级无穷小量或与 


1 


( N + l )^ 


为同级无穷小量，又 


(N-l) p W 9 


于是 a N 


N p 


，即 iV 充分大时，有 




0 (忐). 


【3103】用沃利斯公式 证明: 
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3 - 5 • 
• 4*6 




(2n-l) 
• (2n) 


VTtn 


由沃利斯公式 


n 


2n 


A 2n 


一 2 t ? 

T # 2« + 1 


有 

于是 [^ T - 
上式两端开方有 


7 T 

J 9 


2n + l 


于是 


7t(2n+l)* 


• 3 • 5 mu *(2rj — 1 ) 
2 • 4 • 6“. （ 2w) 


[31041 证 明：当 n 


— ► 


- 一 - ▲ 

y/nri 

00 时，表达式 



具有非零极限 A . 

由此推导出斯特林 公式： 

n\ = A^e-”(l+e n )， 

其中 lim £„ = 0 ,A = y / 2 Ti . 

未知极限表示成无穷 乘积: 


lima. 


i»=i Uff 


利用沃利斯公式确定常数 A . 
证由题设有 


七) 




^irfl 


首先证明不等式 


e< (1 +j 广 < 


事实上，由于 



Ing = 2x(l + 誓 + 夸 + …)， 


于是令 工=心 有 


n±\ 


2 n + l 


■ i + 3(2?+l) 2 +5(2”+l) 


w+ …: 


卜 + {)ln(l + 士 ) 


1 + ^W + ^ Vl 7 + 


上式右端大于1,小于 


1 + i[(2r2 + l) 2 + (2nXlV +m9 \ 


12n(n + l) 9 


于是 l<(« + |)ln(l + 士 ) <l + 12n0 | +1 ). 

从而 e < (l +~) < e li . 

根据上述不等式，有 

0 < a^j <a rt9 n ^ 1 ， 2 ,…， 

a „ e ~^ <； g^i e 12 上". 

于是 Ud 为单调递减且有下界的数列，因而有有限极限 A ， 又数 
列单调递增且有上界 

a fl e ~^ < a n < a \, 

从而有极限，又由 

e _ ife - ► l,(w oo). 

因此这两个数列有同一极限 A . 

又 对任意的 

有 a n e "^ < A < a 0 . 
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于是 

或 

因此 


存在(0，1)，得 A 
a„ — Ae 1 ^. 


e ~ T 27» 




Ae 忐， 


即 n\ = An^e- , e^ 9 (d = d(n) 9 0<0< 1) 

也就是 n\ = An n ^ e~ M (l +e„), 

其中 lime ^ = 0. 

由沃 Ai ? 公式 


JT 




及的表达式有 


l J^2n + l 


i ( r ( 2 ”）！ n z 

+ ll(2” 一 l)!! 


lim 


1 I2 2n (n\y 

2n+ II (2n)\ 


lim 

n^oo 


2n + 1 (a • 2 2/r4 士 r? 2,H + e 一 2 ”e 志 


2 2n A V ,M 1 e 一 2 ”4 


!^^+ i A 2 - i ef " 


A ! 


故 


A 2 = 2 丌， 



从而有斯特林格公式 


n\ = 72 丌 72 (f) e^» jd 6 (0,1). 


【3105】根据欧拉定义， y 函数 rCr ) 用以下公式 确定： 

r(x)= i i Sx(x + lWx + «) > 

根据这个公式， 

(1) 把函数 r ( x ) 表示成无穷 乘积； 

(2) 证明 rCr ) 对于不等于负整数的一切实数: r 均有 意义; 

(3) 推导出 性质: rCr + 1) = xr ( x )； ’ 
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r(x) = lim 





.无穷乘积 第五章级数 


(4) 对于正整数 rz 得出 r ( rz ) 值. 
解⑴由 

n \ n J 


: r (« r + l) … （X + M ) 


( 1 + f)( 1 + fh( 1 + f) 

(i4)>+iH i+ ^ir( i+ j) 

( 1+ f )( 1+ f )-( 1+ f ) 


有 


r(x) 


河’ 

= M - 


+ 士 r 


i + 


(2) / N , 即当: r 为非负整数时， rCr ) 有 

(1) 的无穷乘积形式.设 


+士 r 


a"，n = 1，2,…， 


其中 


1 + 


xix — 1 ) 


2 n z 


+ G ( 各) • 


于是乏绝对收敛，故无穷乘积 






n 




1+ 


绝对收敛. 

于是 rCr ) 对工 ^- Ti(n = 0,1,2,…）的一切实数 x 皆有意义. 
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lim 


(3 ) 由 


r(x + i) 二 (x + i)-(x + w + i) 


r ( x ) 


1^ x (^ + l) 999 (x + n ) 
n \ n^ x 


lim 


(•r + l) … （i + Ti + 1) 


lim 


X + w + 1 


于是 


:rU+l> … Cr + w) 

厂 ( a .+ l ) = J ： r ( x ). 



(4) 令 : r = 77— 1 ，有 

r ( ri ) = ( n - l ) r ( n - l ) = (w — 1)(72 — 2)H> — 2) 


=••• = (w — 1)!. 

【31061 设函数 /(*r) 在区间 [>,6] 严格可积，且 

= b 〒， f m = f (a + id J (i = 1 ， 2 ，”). 

证明 :limn(l + 么八 

证 令 a,= fi(i+ 么八 ）， 

i^l 

有 ln/>” = 2ln(l+^/ m ) = 2[/^,+0(^)] 

1 = 1 

= S/^+o(|), 

于是 liming = limj +O^J j= J /(x)dr, 

即 limp” = lim]j[ (1 + 8»f^ ) = ^ /u)dr . 

ir^^o | = j 

【 3107 】 证明 


- = A ，其中 a>0,6>0. 

1 T-p C 

- TT ^ + *) 

w /4 

证 设 《 = A ，则 r>o , 于是 

a 
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§9. 无穷乘积 



W-1 


n (“+ 込） 


d + it ) 


s w 


0 



丄 §> + *) !免(1 + ") 


i=0 


-rSn + i) 


i «0 


又当; 7 充分大时有 


1 yr I 

y^!(l + tr ) = w + = w + -~/Km — 1) 


i-O 


冬 n 2 +0(”). 


令 Q ” 


Jfi ㈣ ’ 


i Z ^\ 

由 lnQ " — ^ ln(l - it ) 


1 d 


• 1+& 

A+nt 


( 1 + m ) 


i | ln (1+ . )+ i 2 ln i ±£ 




1 z \ 

ln( 1 + 你 ）+ —^]ln( 1 — △,) ， 


0 


其中 


1 + ^ (n — i)t 


1 +nf 


l+nt f 


0, 1 ， 2 ，…， w — 1. 


进一步 InCi, = ln(nr) + ln( 1 + 士 ) + j 文 ln( 1 - j ^—； 

=ln(rtf ) +0 (+) —士 2g 
=ln(nr) + °(i)~i|f i(r+^)*p* 
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= InCnt) +0(j) 

士 (点)、[士广 +0( 叫 
= —)+ o ( 士) - g 

= lnU)~|](j-^ I )( r ^)*+0(^ln«) 

+ § rn ( i +^)*" f °( i lnw ) 

— W 1 - rfj 

= lnU) + ln TT ^ 

=ln(^) — ln(l + nt) 


1 + n / 
nt 


ln ( 1_ lf^)— 1+0 ( 士 H 


In ( 坩） 一 ln(l + 泔 ）一 In ^ ^ j 

\n(nt) — 1 + 0( 去 ln«), 


于是 a=--e°(-^>. 

e 
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故 


a , 

b + o ( i ) 


. 无穷乘积 


1 


72 + 0(1) 



e o O ) 

叫士)， 


limS ， 


lim 


叫士) 


【3108】 设 /„ Cr)(n = l ，2, …）在区间 ( a ，6) 为连续函数，且 

oo 

I fM l <(；( n = 1,2,…），其中级数2“ 收敛. 

!•=] 

证明函数 FCr ) = fl [ l +/ w ( x )](| f n U ) |<1> 在区间 

(〜 6) 是连续 函数. ^ 

证 1° Fix ) 在 : r € ( a , b ) 上有定义. 

因为收敛，于是 limC ； = 0 ,从而 UmACr ) = 0 ,于是任意占 

一 — 

>0，存在况>0,当；1>缄时，有 | f n U ) \<8 (设(0，1)),故 


② 


我们只要研究乘积 II [1 +/„(x)] 的收敛性 即可 . 

W— ： v 0 +l 

oc oo 

设 n [l+/n(*r)] = ri[l+ 心 (: r)], ① 

w w .V 0 +l 

其中 g k (x) = /n 0 4* U)yk = 1,2,—. 

oc 

令 G(i) = _n[l+g*Cr )]， ② 

^-1 

由于 I gnM l< 占， 

于是 l+^Cr)>0. 

又 I g n (x) I < Cs 0 ^ » 

X oc 

而收敛，从而 ^ 仏 (:r) 绝对收敛，于是无穷乘积②绝对 

M=1 n—l 

收敛，因为 


F(jt) = G(x)]^[[l +/„(x)]t 


③ 


吉 米多维奇数学 分析习题全解(四 ） _ 

于是 FCr ) 收敛，即 Fix) 在 ( cz ，6) 上有定义. 

2° FCr ) 在 ( cz ， W 上 连续. 

由③知只要 G ( x ) 在上连续即可. ' 

因 G (^)>0, x 6 (a，b、， 

于是可令 L ( x ) = lnG ( x ) , 

oc 

有 L(x) = InG ( jr ) = lnj"[[l + 仏 （《 r )] 

n=l 

Oc. 

= 2 W +☆(:)]， 

/!*] 

而 I gn ( x ) |< C . V 0+ n ， C. Vo h — 0，( W ~^ OO ). 

lim lnO±0 = h 

t-^Q t 

有 存在;2。〉0,当 ; i > n 。 时，对任意的 : r 6 U ，6) ,皆有 

I ln [ l + g n ( x )] |<2 I g n U) |<2 C^ o . 

根据的收敛性知, LCr ) 在 U ,6) 上一致收敛，且每 

一项 皆在& ,6) 上连续，于是 GCr ) 在 ( a ，6) 上连续，因此， FCr ) 在 
( a ,6) 上 连续. 

【3109】 求函数 

OQ 

F(x) = U[l+/nCr )]， 

的导数的表达式， Pi ) 存在的充分条件是什么？ 

解由题意可设 

1 +/”(•!*)# 0 .:r G (a，b)，tt = 1，2广\ 

若在 (a，b) 内任意一点 * r 上，皆有 {/ n ( a :)} 绝对收敛 ， BP 

ac 

2 I 以工、 j<+oo, x 6 (a 9 b), ① 

1 

oo 

则 n[l +/ 〆 :)]在 ( a ,6) 内收敛，且 Fix) ^ 0. 

于 SW 

G ( x ) = In I F ( x ) I , ② 

对②作形式求导有 
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W/ 、— 

F’ （ jt) = F(x)G f (x). 


③ 


而 G r U ) = ( ln | n [ l +/ w ( x )]|) / 

n=l 

=(tin I 1 +f„(x) I ) 

11=1 

= 金 (In I l+/”Cr) |>， 

ff=\ 

= V /n(x) 

— A 1+/“:)， 

为使 (4) 式的运算有意义，我们有如下充分 条件： 
fnU ) 可导，且 

I /Ax) |<C M ， 2 C n<+^^e (a,6). 


④ 


⑤ 


n 


于是我们得一个充分条件.•在条件①，⑤之下， FCr) 在 U，6) 内可 
导，且 


F\x) 


V / A ) 

各 1+/“:)， 


⑥ 


设任意 *r。 6 (“，6)，取 ai A ，使 a < x 0 < ^1 <6,下证 


2 I /« ( * r) I- 


⑦ 


在 (a】，h ) 上一致收敛，由条件① | f tl (xo) 丨绝对收敛，由⑤ 

«=1 

式，当(〜，以丨时，有 

I / M (j) —/„(x 0 ) I = I / n (^ n )(jr — x {) ) I 

^ (6i — a, )C n , ”=1，2,…，⑧ 
其中 &介于 a 。 和 x 之间，由收敛，知 




oc 

2丨 /”(工) —/”“ o) 丨， 

在 (a: ，以: T 上一致收敛，从而级数⑦在 ( ai ，匕 ） 上一致收敛. 
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于是，存在 iV > 0,当; 2 > iV 时，对一切 X e ） ， 皆有 


l/"Cr) |< 


⑩ 


I ln [ l +/„ Cr )] |<2 | f n { x ) U ⑪ 

恒成立. 

由⑩式与⑤式有，-当 w > N 时，对一切 : r 6 ( A , 化） ，皆有 

/n(jr) 

1+A(X) 

又由⑪式和⑫式及⑦在的一致收敛性知， 


<2 C n . 


⑫ 


§ n| 1 +’"(:) 1 与系 i +/ n ( x) f 

皆在(^，匕）上一致收敛，从而④式中的逐项求导是合理的，即 
GCr ) 在(〜，&)上可导，且④式成立，由②式知 

I Fix ) | = , ⑬ 

又由⑧式 有：当 ：r € (^,6,) 时 

I /( x ) ( b \ — a \) C n +| /“ Jo ) j = d”，w = 1，2，"-. 

oo 

由已知条件山收敛，及3108题结论知 Fix ) 在(^ ,6, ) 上连续. 

因为 Fix ) 关0,于是 F ( x )>0, x 6 ，从而⑬式为 

F ( x ) = e (i(T) 9 x 6 (^ 1 ， b ')， ⑭ 

或 F ( x ) < 0 ,x 6 ( A ，6 i )， 

这时⑬式为 

Fix ) =— e C(x) 6 ( ai ，6 i ) ， ⑮ 

在⑭式成立的情形，由 G ( x ) 在 (aiAd 上可导有 FCr ) 在 
(^,6) 上可导，且 


F \ x ) = = F ( x >2 A ^ r-)- v 

n=l 1 十 

在⑮式成立的情形，由 G ( x ) 在 ( czmM ) 上可导有 FCr ) 在 
(^，匕）上可导，且 

F f U) =-e^G\x) = FU)2 1 ( n( f^ Y 

»=1 1 十 工) 
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总之，在(山，匕）上⑥式必成立，特别在点0：。成立. 

综上所述，若条件①和条件⑤成立，且设 

l+/„(*r)7^0 ， x G (a 9 b) , n = l ， 2 , …， 

则在 U ,6) 内 F ' Cr ) 存在且有公式⑥成立. 

【31101 证 明:若 0< o :<： y , 则 

lim orCr + l) … （x + n ) =ft 
二: V(: V + 1 ) …(: y + n ) • 

证令 

0 

pn = j ] " > n = 1，2,3,… • 

y ~rn 

由于 0< x <： y ， 于是0<九<1，由题意，我们要证明无穷乘 

积 f f [么发散到零，因为部分乘积 _ fl 九是正的递减的，于是只 
要证&它是发散的就够了，令 



p ” = 

=1 +On ♦ 

1+1 

则 

= 

= P , — 1 = 

n 

i+i 

n 


十訊 1 十⑹]- 1 
卟-〒 O ]- 1 

于是当《充分大时，保号，由_表收 敛，; ^ 发散，有 
发散，因此，原无穷乘积发散，它发散到零，即 

lim mm = lim 

rr^cK ； y^y + l)^^y + n) y ^ - jy 十々 
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JC 


yUP^ 


()• 


§10. 斯特林公式 


当 w 值很大时，可用斯特林公式： 

n \ = (0< 艮 < 1)， 

计算〃!值. 

利用斯特林公式，近似计算 (3111 〜 3117). 

【3川】 IglOO !. 

解 IglOO ! = lg { v /2 tt ♦ 100 • 100 lo ° • e — 100 • } 

= -~( lg 2 + lg 7 t + IglOO ) + lOOlglOO 


— 100lge + I^ lge 


=j(0. 3010 + 0. 4971 + 2) + 200- 100 


X 0. 4343 + 0. 004 夕 

=157. 9691 + 0. 0004 ft (^e (0,1)). 

【3112】 1 • 3 • 5 . 1999. 

解 1 • 3 • 5-1999 

= 2000 ! 

— 2】 000 • 1000 ! 

^ v/2tt • 2000 ^ 2000 獅 • e -2000 • 

2_ • v/2tt • 1000 • 1000 ,ow • 剛 • 

= 7. 09 • 10 2866 • 


^7.09X10-X(l +T ^). 


其中 e ) e ( 0A ), d 2 e ( o , d , \ d \<\. 


[3113] 


1 • 3 • 5 • … • 99 

2 • 4 • 6 • 100. 


— 424 





解.原式 4 


100 ! 

°(50!) 2 


'2tc • 涵 • 100 100 ■ e - 100 • e 嘉 
! 100 • 100丌 • 50 100 • e H0 ° • e 备 




0. 0798e^3 ^0. 0798( 


1 + 


300 


其中 e (0A),e 2 e (o,i), \e\<i. 
【3114】 C : 


解 Ci ：5 o 


100 ! 

40!60! 


_7200^ > IPO 100 • e_ IOQ • 為 

2tt* 40 • 727^60 • 60 60 • 40 40 • e~ 


e H 


10 28 • 1.378e^ ^ 10 3R X 1. 378(1 + 忐)， 


其中 


【3115】 


解 


d\ e (o,d,( 9 2 e (0,1), 

e, e (o,d, \d\<i. 

100 ! 

20! • 30! • 50T 

原式 



/2 兀 • 100 • lOO 100 • e 一 】 00 


20 • 30 • 50 • 20 2u • 30 30 • 50 50 


Cl 2 i )0 


.-IOO 



-10 42 X 4. 792e^> 

^ 10 ,2 X 4. 972(1 + 


120 


其中 


/?； e (o ， i ) •灸 e (u,i ), 久 e (o,i) 

9, e (o ， i), \o\<i. 


【3116】 


解原式， 


(l-x 2 ) y ， dr. 


令了 = 


(dt 


( 100 )!! 

( 101 )!! 


2 IQ0 • (50!) 2 
( 101 )! 
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2 100 • IOOtt • 50 100 • e ' 10 ° • ^ 


101 • 727T - 100 • KX，• e-】 00 •彳 

器“ 124 “ 


° - 1241 ( 1 + 30o)^ 


其中 di e (0, l ), i = 1,2, \ 9 \<l 


[3117] J % in 200 xdr . 


解 


对每一部分分别作变量代换 


t^x 




/ + 7 TfX — / + 


及 


sin”/dz 


cos”Z ck 


由 2281 题结论和斯特林公式有 

IT ™ = 


200 ! 

2 2 °°( 100!) 2 


2丌 


JT 

• T 


2丌72丌 • 200 • 200 2 °° • e - 200 • 

2 200 • 200 ir • 100 200 • e — 200 • e 备 


0^ 355 X e 600 ^ 0. 355 


( i+ 


600 


其中 di e ( 0 ， l),i = l ， 2 , \ 6 \< 1 . 

【3118】 推导出下列乘积的渐近 公式: 
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. 斯特林公式 第 7T 赢 


(2^-1)!! =1-3-5 .(2^-1). 


解 （ 2n-l) 




2tt • 2n • (2n) 2n t 


… 2 ”心 

= j 2(2 nr ^^. 

其中 ft G (0，1)，! = 1,2, \ 6 \< l . 
131191 若72很大，近似计算 CK 




解 Q n 


2n(2n 一 l)***(2n 一 nH~ 1) 


(2n)! 

(n\) 2 


ri U^n > (2”) 2w • e 2 ” • e 昆 
27m • n 2n • e~ 2n • 



其中 Oi 6 (0,1)“.= 1,2 ,…， I 沒 |<1. 
【 3 〗 20 】 利用斯特林公式，求下列 极限: 


(1) lim i/n\ ； 


(2) lim 


n 


Vn\ 


(3) 7(2 W -iyy 


解 (1) lim 



:; (4) lim H- 

Inn 


(2) lim -^= = lim .- -- — 

一 A ! 一 7 V /^ • „ • e - 1 • e 沴 


lim 


(3) 由 3118 题结论有 


V^itn • eih? 


lim — — = lim - 工 

— 7(2rj-l)\l ― 於 • 2n • e^el^ 


/ . N r inni 

(4) ^ i ^ 


lim 


j(ln2 + lrm-f-lnw) + n\nn -n-\- 

72 Inn 


12n 
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§11. 用多项式逼近连续函数 


拉格朗日插值公式拉格朗日多项式: 


CO 


(:r 一 a ) … Cr 一 Jh ) (了一 工汁 1 ) • • • (J*—) 


一 ^ Cr, 一 1 0 )”< 石一了卜 1 )(不 一 — 忑）％ 

具有 P n (. Xi ) = yiii = 0，1，…)的性质 • 

2. 伯恩斯坦多项式 若 / Cr ) 在区间[0，1]是连续函数，则 
伯恩斯坦多 项式： 


B”Cr) = 公 /( 含 ) Cix f (l- : 广 , ， 

# ~0 

当 rz — 03时在区间[0, 1] 一致收敛于函数 fix ). 

【3121】运用给定的数组，作出最低的 n 次幂的多项 
式 P „ Cr ) ' 


X 

-2 

0 

4 

5 

y 

5 

1 

一 3 

1 


P w (- l ), P n ( l ), P n (6) 近似地等于多少? 


解 


由 


Xq =—2,XJ = 0 ，工 2 = 4,a：3 = 5 ； 3^0 = 5，：yi = 



PM = 


(x — JT \) (x — x 2 ) (x — 

■ - 

(x 0 —JC\) (x 0 — X 2 ) (-To — 工 3 ) 



( j ： — x 0 ) (-r — x 2 ) (x — x 3 ) 

■ ■ ■ 1 ■ ■■■ ■ Vt 

(xi —Xo) (xi — x 2 )(xi —X 3 ) 



Cr —g ： 0 )(x-A_)(x_—_j：_ 3 _) 

(X 2 — X 0 )(X2 —X\)(X 2 —x 3 ) 


1^2 


+ (X — Xq){x — X] ) (X — J2 ) 

( x 3 — Xo ) ( x 3 — x x )( x 3 — xz ) 

以 (；, 乂), i = 0，1,2,3 代入上式有 

P 3 ( x )= l -| x -^+ f 2 xS 

P 3 (—1) = 1+ ■—去一磊〜 3. 43， 
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. 用多项式逼近连续函数 


第五章 



&⑴ =1 一 i 一丟 +f 2 〜 一 h57 ， 

P 3 ( 6 ) = l-^-^ + ^^8.43. 

【3122】写出经过三个点 A (: r Q - A ,3^ ) ,B(x 0 ^o)，C(x 0 + 
h,y } ) 的拋物线方 程式： 

y = ajr 2 +&r +c. 

解将三点的坐标代入拉格朗日插入公式有 ' 

—_ ( X — Jq ) ( J — Xp — A ) _ 

y [( j - 0 —/ i ) — x 0 ][( x 0 — A ) — ( x 0 + A )]^ 1 

, (x — x Q h)(x — Xq — h) 

[x 0 — (^o —/l)][x 0 — (^0 +^)]^ !， 

,_ (x ― Xp + A ) (J — J 0 ) _ 

[(: r 0 +h) — (.Xo — A)][(:o +h) —-To ]^ 1 

+^(x^)+^--|^ • Cr-xo) 2 . 

【3123 】利用数值 I。 = l,yo = 1；X| = 25,yi =S ； x 2 = \00 9 y 2 
= 10, 推导出开方 根:: y = A (l<o*<100) 的近似公式 • 

t^n (x —25)(x—100) t , (x — l)(x — 100) r 

解 ^ (-24) .(-90T #1 + 24Hr •… 5 

I (: r — l)(x — 25) 

卞 99 • 75 

= 0. 808 + 0. 193x-0. OOlOLr 2 , 

如 i = 4，：y 〜 1. 564( 实值为 2)， 
x = 9 9 y^ 2. 463( 实值为 3)， 
x= 16，：y& 3.637( 实值为 4)， 

•r = 3& 9 y ^ 6. 447( 实值为 6). 

误差较大. 

【3124 】利用数值 

sin0° = 0,sin30° = 4~ ， sin90° = 1 ， 


推导出以下的近似 公式: 
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吉 米多维 奇数学 分析习 题全解 ( 四 ）I _ 

sinr 。 ^ax + &r 3 » (0 ^ x ^ 90) 9 

利用这个公式，近似计算： 

sin 20° , sin 40° , si n 80°. 

解将 : r = 30°, sin 30° = = 90% sin 90° = 1 代入近似 


公式 siar 0 々 ax +& r 3 有 


30 a + 270006 = 士， 
90 a + 7290006 = 1. 


解之有 “ = iii ’ 6= -—. 

于是 siar 。〜荔 ( 1 _ (ife) 2 )- 

由此我们有 

sin 20° ^ 0. 341, sin 40° ^ 0. 645, 
sin 80° ^ 0. 994. 

查表有 sin 20° = 0- 3420, sin 40° = 0. 6428 ， 
sin 80° = 0. 9848. 

误差较小. 

【3125】取 : r = 0, 土•，土 1 作为插值点，对函数 fix ) = 
| x | 在区间 [一 1，1]作出拉格朗日插值多项式. 

解以 x , =0 • 士音，士 1，％ =0,|,1代入拉格朗日多项 

式有 
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• 用多项式暹近连续函数 第五章 


xU ~ l )( x 2 -^ 

(- 外 + ) (- 音 )(_ 2) 

:(_z + l )(* r 2 - j ) 



= ^(7-4 x 2 ), U |<1. 

【3126】用拉格朗日多项式代换函数 yCr )， 近似计算 
: yCr ) dr ， 其中 


y(x) 


解 y(x) ^ 


2.5 


(x — 0. 5)(x — l)Cr— 1.5)Cr — 2) 
~"(-0.5)(-1)(-1.5)(—2)~ 

I xCr — l)(x—1.5)Cr — 2) 


'a5. (-0.5) •(-!)• (-1.5) 
I x(x — 0. 5) (x — 1. 5) (x — 2) 


1-0. 5(-0. 5) • (-1) 


45 


x(x-a5)(x-l)U-2) 
HI •OK—0.5) 


2.5 


x(x-0.5)(x-l)(x-1.5) 


2-1.5 


0.5 


+ (- 12x 4 + 54x 3 - 78x 2 4 - 36x) 
+ (12x 4 - 48x 3 + 57x 2 - 18x) 

+ (|r 4 - 咖 +| 5 r 7 -Zbx) 
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7 ： r 3 — 6 j 2 4-—x + 5. 


于是 


y(x)dx ^ J ( 音 《 r 3 - 6.r 2 + 音 j: + 5)dr 

=( 音音 / 


22 


7 


【3127】作出函数 . r ，/，/ 在区间 [0,1] 的波恩斯坦多项式 
B w ( x ). 

解 1° fix ) = JC ， 


则 


二 （• 




x^c^ix^i — xy' 


h 


It^O 


则 


= x^jc + (1 —x)j n{ = a. 
2 ° j\oc) = x l • 

B n (jc) = 2 'Ctrl I — x)' r k 


71 


0(1 


x )^ +^ Cr 2 ( l — 


+ ^ Cr 3 ( l - W s + 


• • • 


( -~- CrKr ^ ] ( l - T)-r Kcu ft 

tr 


(1 一 a -)" 


2(;/-- I ) 


-(1 -xY 2 


n 


，，一 1 (Hw - 


jt 


n 


("— 2 )! 


(C ； ;H+CVU(l- 、 r) 
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则 


• 用多項式通近连续函数 誇 7 &数 

+ ! UO _ 1 ): r 2 • (1—« r)d 

72 

+ -(Ct, +01 3 (1-^ 广 3 + … 

n 

+ d ( CT ? + ra hr 1 (1- x ) 

n 

+/- 「丄 c^ ： r(i-:r 】 +- 匕 /(1 一 jT 2 

L n n 

+ … +^k ：； ru『i (i - j* 〉 




n—k 


—-r(l-x) - ( 卜了广卜 2 



3° f(x) = x 3 

B n ( x ) = 2^ CrHl - x )- 


^(y,x(l-.r)^ +~Cl. x xH\-x )^ 2 


+ ."+^«， ,(w)+ ， 


( C - i + Ci ) x (1- x ) w1 
-AC^y + 0 9 • (I-X)^ 2 + 


( ； /-l ) 2 


(C-i+CT-i)^ , (l-x) 


「4 CrllU —:)* 


C ^ jrd - x )^ 


+ … + ( l - i ) 
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S ^( l - x )- 


^~0 


(n —l)(w —2) 


- x )[^2 G- 2 (i -^ r 2 


n—\ t 


+ 故了。 —+."+㈢ 叫 


x(l — x ) 


0- l )(”一2) 


: r(l — :r) 




-2 


C 2 ?(l — x) ,r 


n~2 


+ S ( ^-2^(1- x )^ 2 -\ 


J (1 — X ) 


(n — l)(n — 2 ) x (1 — x ) 




x(l — J：) 




L +2 + 1 ) 


G —士 M 1 — IP + K 1 —士 )*^ + 表二 


【3128】对于在区间 [>,6] 指定的函数 / Cr ) ，写出波恩斯坦 
多项式 B n U ) 的公式. 

解令 a + (6 — a )) = x ， 故当 0<： y < 1 时 x 6 [ a ，6]， 即 


x — a 
b _ a ’ 


1— > 


b — x 
b - a 


fix ) = f(a f {b — a ) y ). 

从而 fU ) 在 [〜6] 上的伯恩斯坦多项式为 


B n ix) = ^f(a + ib-d)^)C n 


(x — a) k (b — x) ,r ~ k 
( b-aY 


【3129】在区间[一 1 ， 1] 用波恩斯坦多 项式认 U ) 逼近函数 
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. 用多项式暹近连续函数 


第五章级数 


fU )= 1 X !+ - 乂 作出函数 : y = 和 : y = B 4 (: r ) 的图形 • 

解由3128结论知 

b 4 ( x > = g /(- i +|) a . (工 十 1 )} 1 二 士)“ 

la ( x + l ) Hl - x ) , , ^ (x + 1) 4 
= T C 4 - 4 + 1 • C3 • 24 

=^-( l -0：)( l + x ) 3 +^( l + x ) 4 , 

函数: y = 1 j | + - 和: y = B 4 ( x > 的图形如 3129 题图所示. 



3129题图 

注 :; y = B 4 ( a :) ，当 : r =— 1 时， B 4 (― 1 ) 


0,当 JT =1 时, B .,( l ) 


1，当 i = 0 时，认 （0) 


16 


，又/ 


^^(2- x )， 当 了 
4 


— 1 时，:/ = 0,当 (-1,1) 时，:/>0,于是 B 4 ( x ) 图形上升, 

T7 " 3/1 .2 \ ^ c\ +Ar r/CTn^ Hn l nn 


又 y 


(1— t 2 )>0, 故图形向 上凹. 


【3130】 当 一 1 < a : < 1 时，用偶次波恩斯坦多项式逼近函 
数 / Cr )= l ： r |. 

解由3128题结论有 

…、 ^ ^ k 0+ l ，（ l —: r ) 2 “ 

b 2 .(x) = 2j -i + — c k 2n - ^ - 


1 V 2” 


， l 卜 。 n 

- 2 . ( x + D*(i 
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吉米多维奇数学分析习题全解(四) 




— 了、『是 




1 -x 




1- 


+辦 ㈣ ， 


Qn k + Ci； k 


^[ 1+ ^ 


(yi + 々 ）（” + 々 + lV..(” 一 ife + l) 
(n- 々 + 1)(77-A + 2) …（；? + 々） 


有 

因此 


= 2 C ^， 

CX k =Q 

B 2 n (x) 


n ( 


-xV 


rgK [(肖 )、 (锫 n 


【3131】写岀下列函数的波恩斯坦多项式 B ,, Cr ): 

f(x) = c kr (a^.x^. b). 

解 B n {x) 




；'-o 




U-a) j (b-x)^ J 

ib-aY 


(b — a) 


- [e^ (x —a) + {b — x)~\ n 


b — a b —— a 

e 叶 ( e $— l ) p ^4 

b —— a 


b — x — a"T 
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§11. 用多项式逼近连续函数 


第五章级数 




[3132] 计算函数 / Cr )= cosx 在区间一寻寻的多 


项式 B „ U ). 


解因为 COSX = +e _u ) 


① 


由3131题结论，令 u 


f ，6=|•，并分别令々 = 


得 


在 [一 f , 号]的伯恩斯坦多项式和 


的伯恩斯坦多项式 Bi 2 >( x ) 分 别为: 


Bi" ⑺=3， i + (e ?-l) 


s + 


B ;, 2> (:) = e 心 l + ( e -?- l ) ^ f T 

- n - 

于是 议， " ⑴ =e^{ e S[e-S 

+ (e ?” — e f 小 (f+ + )]} 

=e _ f’ef * |^cos ^ — zsin 竞 

+2/ sin ^( f + i)T 

= ( c ° s i +I •譬 sin 孟) •• 

同理得 ( x ) = ( cos ^-^ sin ^) n . 


由①式， cosx 在^ • ] 上伯恩斯坦多项式 BJi ) 为 


B n ( x ) 


全[比”⑴+^厂 Cr )] 

K ( COS ^ + l ' f sin 2 ^) 


吉米多维奇数学分析习题全解(四) 


( cos i— 

【3133】 证明: 在区间[一 1,1] 上， | I |= lim 込 Cr )， 其中 


P n U ) = l - 


-a 2 


尤 1 (H 


(20 


证 


X 


\= y ?= ^/^ ：： 7,其中 r = i —： r 2 , 


又 


/I- 


i+4(-o 


+ S 


1 ( 1 
2 V 2 


• • • 


(+1+ 1 ) 


1 一 


n \ 

:一 1)(一3) … (一 2 n +3) 


- t) n 


S 


1 十 


n\2T 

(2 n — 3) 


(-l)Y 


4… （2 w ) 




< 十 2 


n=2 


(2”一 3)!! 

(2 n )\\ 






① 


当/=土1时，上式右端级数为 
2 (2^-3)!! 


而 


lirmz ( 


(2 m )!! 

k I 


(士 1) 




dn. 


— ”二音〉 1 


于是 S I & I 收敛，从而级数乏收敛，因此由阿贝尔定理，① 


n=t 


式当/=土1时也成立，即 


vi—t = 1 - 音 - 2 


r=2 


(2^-3)!! 

(2 n )\\ 




te [— i ， i ]. 


② 


i - x 2 代入，有 


u I 




i 


亡 (2^-3)! 
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• 用多项式逼近连续函数 


= limP rt (x) jx G [ — 1，1]. 

13133. 1] if 

/(^) G C[a ， 6 ]， 



③ 


M k 


j ： k f(x)dar = OAk = 0,1,2 , …）， 


证明:当[〜6]时, /Cr)=0. 

证 因为 C[a，6]， 由 Weierstrass 定理， 

任意 e >0,存在 P n (x ) =文 

有 | fix) —P n (x) |<e，《r € [fl，6]. 

于是 f/ 2 (:r)dr=「/• (/-P.+P w )dr 

J a J a 

二 「 /•(/- 尸”) dr+fV 尸” clr 

J a a 


£/• (/-P,,)dr<J A \f\\f-P n I dr<iVfe 


其中 M 


I/| dr 为常数. 


由 e > 0 的任意性知 

V 2 <x)dr = 0, 

• a 

于是 尸 (i) = 0,x 6 [a，/，]， 

即 fix ) = 0 ,s 6 [“，/，]• 

【3134】设 /(:r) 为 2 tt 周期的连续函数， 

2,…）为它的傅里叶系数.证明费叶尔三角多 项式： 


0,1， 


a" ( 工） 


rr-\ • 

+ ^ (1 —含) ( a , cos£r +6 l sin £ r ) 


在区间 (一 7 r ,7 T ) —致收敛到函数 /( X ). 

解 注: 在所设条件下，只能 断言: 对任何 e > 0，〜 ( I )在 [_ 
K + e ，7 r — e ] 上一致收敛于 /( j *) ，一般不能推出〜(: r ) 在(一 7 t ，7 r ) 
上一致收敛于 /(- T ) ，但若假设 /(— 7 T ) = /(7 T ) ,则在 [- 7 T ， 
7 T ] 上一致收敛于 f ( x \ 

今把/( X )在[一 7 T ，7 r ) 上函数值按周期为 2： r 延拓到整个 (一 
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oo , + oo ) 上,延拓后的函数仍记为 / Cr ) ，设 / Cr ) 的傅里叶级数 
部分和 


S „(: r ) 


因为 


2 sin —cosmv 


y + ^ ^mcosmr + b„s\nmx) 

乙 m *=\ 

— f ( u ) + + — j ) du 

TT J —it ^ /w = l - 

)smv = sin(w — sin ( m —^) 7 ^， 


1 ， 2 ,…，叹 


于是 S „ Cr ) =丄 f ( u ) 



sin (2 n + 1) 


u 一- x 


du 


2 sin 


u ~ x 


令 u — x = 


71 J T ， 2 sini 


又以周期为 2 tt 的函数 F ( M ) 在长为 2 tt 的闭区间 [ A，A + 2 tt ] 上的积 
分与 A 无关，从而上式右端的积分可换为厂•又 

J X J-1T-S J -If 


J ° +£，且在1°中作代换 


S 我们有 


SAj :) 


1 r« sin(w*f y 

丄 [ f(jr + t )+/ U - t )] —-- — 

nJo 2 sinj 


d/. 


显然 


☆) = 士 Ss ★⑴， 


, r n ^s\n(k + ^y 

<x,(x) = [/(x+r)+/(x —r)] • ---- 6 t 


2sin 


因为 


2 sin 音写“(是 + 士) 
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§11 •用多项式通近连续函数 第五彗 级数 


丄 rl 

2 [cosfe — cos (々 + 1 )，] 

k 右 Q 

1 — cosnt = 2sin 2 ^ ♦ 


于是 a ,,(： r > = 2^~ J^[/(x + /) 十 /( j : —£)] 


sin ^rt 


sin 


dt. ① 


又在①中令 / Cr ) = 1，则 S ,, Cr ) = 1，故 a „(: r ) = 1，于是有 


sin ^jrt 


丄「 2 

727rJo sin 4 


② 


①一② X / Cr ) 有 


(7"(:r) — f(x) = 2 ^| + ^ -/(，) 


I 2 


/ Cr -/)-/(•!•)]• 


sin 


sin 


d /, ③ 


由此，我们将有如下的结论 

1° 对任何 e > 0 , o „( x ) 在[一 tt + — e ] 上一致收敛 

于/⑴ • 

2° 若又有 /(-7 T ) =/(71)，则 ACT ) 在 [-7 T ,7 r ] 上一致收敛 
于 /( X )- 

1°的证明:设 e > 0,显然 /( a ) 在(一 co , + cx ,) 上有界，于是 
存在 M >0, 有 

I /⑴ i<m,x e (-oo,+co). 

注意，延拓后的函数在点 X = H =— 7 T 可能不连续(可能有 
第一类间断点），但在（一 K ，7 T ) 上连续，因此，在 

— 7 T + f ，7 C—f j 上一致连续，于是对任给的1^>0，存在3>0, 
对所有为 j 上两点，当丨/ — X ，有丨 
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fix) —fix) |< 号，令 r = min 卜 ， f } ，由③式有 


a„(x) — fix) 




x + t )- /⑴ + fix-t )-/ ⑴] 


s 吟 


sm 


+ 士£[/(1 +，)+/(:-，) -2/(:)] • 


sin 


sin 


= /i + h . 

当 0 </< r ， 


— e 时，有 


从而 


r + ze [-7t + |,7r-|] 
r - /e [-7r + |,;r-|} 

I f(x + 0 — f(jr) 1< 号， 


因此，当了 6 [_7l+ ； 7,7t_7] 时，有 

I /i I <2^£[l /(: +，)-/(:) I 


+ | f(x-t)-fU) |] 


sin -?-/ 


sm 


sin ^rt 


•丄 r m 一 
2 ^Jo sin _^ 2 


又当 [r ， 7t ] 时 


sin 





§11 •用多项式遏近连续函数 第五章级数 

于是，当 : r e (—00, + OC ) 时，有 

I h 1 <^- L 「 4 勵 <_^M „， ⑥ 

2 mr sin 2 X J f W sin 2 f 

由④，⑤，⑥知，当一 71 + £<0*<71_£时，有 

I c 7„(. jr ) — fix ) | <C -?- H -—，” = 1，2，”' 

l • 2 r 

wsin T 

4 M n 

令 N = -2 X ，则当”〉 N 时， V*r 6 [ — 7 r + e ，7 r — e ]， 

"2" 

皆有 

On^oc) —/(x) 1< 号 + 号 = 7. 

于是％ ( a ) 在[- 7 r + £,7 r - e ] 上一致收敛于 fU ). 

2° 的证明 ：因为 /(_ TT ) = /( tt ), 于是前述延拓出去后的函数 
/(了）是在 (_ oo ,+ oo ) 上的连续函数，因此，在[一 27 T ，27 T ] 上必一 
致连续，于是对任意的 7 > 0,存在 r > 0 (r < 7 T ) ，则任何的/，*/ 
6 [―2苁，2兀]，当 | x — X 9 |< r 时，皆有 

1/(/)—/ U ") |<|. 

和 r 类似，旨先对7■，写出④式，显然0</<1,_7^<1<71时， 
有 x + / 6 [― 27 r ，27 c]，jr — / € [一 2 兀， 2 兀]， 于是 

I /(-T+ /) —/(•!*) 1< 号， 


fix — t、— fix) |< -^. 

从而，当 I 6 [— 7 T ,7 r ] 时⑤式成立，同样⑥式也成立，于是当^> 




时，对 一 切 JT 6■[— 7 T ，7 rJ ， 恒有 


I a n Lr) — fix) j< rj. 

故 a ,,(* r ) 在 [— n ， n ] 上一致收敛. 

注记:若 /(— a ) 关/(71)，则不一定有％ (/) 在(一 7 t ,7 r ) 上一致 
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收敛于/( I )，比如设/( I ) = X,X 6 [― 7 C ，7 T ], 用反证法 ，设〜 Cr ) 
It (- 7 T ，7 t ) 上一致收敛于 / Cr ) = X ，由狄里克雷定理知 

limS M (x) = S(x) yx 6 [—丌，丌]， ⑦ 

f：r，. J ： G ( _ 兀，丌)， 

其中 S(x) = \ /( - K + 0) - / (兀 _ 0) • A — 丄 — 


0， j ： 




故 S (^) 在 I = 7 T 和 I = 一； r 不连续，但由⑦式及138题结论知 

li m = Six) G [一 兀，兀 ]. ⑧ 

因为在 <_ Tr ，7 r ) 上一致敛于 S (: r )， 由⑧式，当 a = 士 7 r 时， 
a n ( oc ) 也收敛于 S (: r )， 于是 a ,( J ) 在[一 7 r ，7 r ] 上一致收敛于 S &) ，又 
^( x ) 是 J •的连续函数，6 [― 7 T ，7 r ]， 因而极限函数 S(J ) 在[― 7 T ，7 T ] 
上连续，与 s (: r ) 在 : r = 7 T 和1 =—7 T 不连续矛盾，于是％(•/*)在(一 
7 T ，7 T ) 上不一致收敛于 fU ) = X . 

【3135】 作出下列函数的费叶尔多项式 Cr ) 

/( x ) = I x I 当 (一7 r < a *<7 t ) 时. 

解由 / Cr ) = |o •丨为偶函数有 

b „ = 0, m = 1，2,…， 


邛 xdr ”， 

7t Jo 

— I xcosturdr 
7T Jo. 


[(一 1)” 一 1 ]，w = 1，2 r " 


于是 


从而 


^2 k — 0» a 2- t-i 


(2 走 一 l) 2 丌 


1，2广、 


2»r 2 


f + S ( 1 -^ i riK cos ^ 

号 + 卽 1 - l ^ l ). [~(2^-1) 2 tJ 

• cos (2々 — l)x 

7 t 8 ^ n — k cos (2 厶 — l)x 

H 合 2 w - 1 • (2々二1) 2 • 
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